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Utilisation de ce document

Ce que vous avez entre les mains est le résultat d’'un an de travail collectif de trois passionnés de
mathématiques qui se sont rencontrés pour la premiere fois, par chance, en MPSI3 au Lycée Pierre de
Fermat a la rentrée 2023. Ayant intégré en 2025, nous avons voulu remercier le lycée et ses professeurs
d’une fagon unique. Ce document est un témoignage de notre reconnaissance envers tous les profs qui
nous ont instruits et apporté tant de choses lors de notre scolarité.

Ces exercices viennent des quatre coins du monde. Ils ont été trouvés dans des livres obscurs, des sites
internet lointains ainsi que dans des textes célebres, des TDs d’autres prépas et parfois de nos propres
cerveaux. Le document a été rédigé dans le but de pouvoir balayer la quasi-totalité du programme de
sup et plus ; son but a évolué dans le temps, mais son role final est d’accompagner les éléves qui sortent
de leur premiere année de maths et qui entrent en deuxieme année ; trop souvent, les éleves ne savent
pas quoi travailler pendant cette longue pause. Voici un texte d’accompagnement, !

Chaque énoncé est doté d’icones, toutes de signification différentes :

e / signifie que l'exercice peut se faire de téte : c’est un exercice d’entrainement plus qu’autre
chose.

# signifie qu’il sera difficile d’y parvenir sans prendre une feuille et un stylo afin de bien poser
sa réflexion.

Q signifie que I’exercice nécessite une certaine gymnastique de 1’esprit.

* signifie que l'exercice est d’une difficulté non négligeable.

= indique que I'exercice est classique : il est donc fortement recommandé de savoir le refaire.

° 1-:[.\-5.;-, x, £T sont des badges qui indiquent la provenance de I’école ; les ENS, Polytechnique et
Mines respectivement.

o <P signifie que vous étes face & un vrai bijou mathématique.

On s’est parfois autorisé a enchainer les icones ; par exemple, ¢ # signifie un entre-deux en quelque
sorte, il peut étre fait de téte mais il sera stirement utile d’écrire, ou bien 7 & signifie que I’exercice est
particulierement classique. Il y a seulement 4 exercices a deux étoiles ¥ . Nous vous conseillons de
traiter en priorité les exercices notés T et de vous lancer un défi en tentant les exercices . N’oubliez
surtout pas que la difficulté est avant tout une notion extrémement personnelle !

Un projet équivalent en physique est en cours de discussion. Pour ceux qui passent en MP, ne
négligez surtout pas la physique pour les concours, et ne vous laissez pas happer par ce document qui est
extrémement riche et relativement long.

Si vous étes en prépa, profitez-en ! Prenez un café (ou n’importe quel autre stimulant), un bon ami
et travaillez sur les exercices ensemble avec un tableau. La joie de faire des mathématiques émerge bien
plus facilement en bonne compagnie.

Pour toute question, ou si vous trouvez des erreurs/coquilles, contacter : jacquestarrmaths@gmail.com,
victor.kalfon@gmail.com ou encore murillo.gabrielthomas@gmail.com.






JACQUES J. TARR, VICTOR M. KALFON, GABRIEL T. MURILLO

Sommaire
Remerciements. . ..ooiiiiiii ittt i ittt ittt ttiteeeateetntaesataecncnesnns 2
Utilisation de ce document . ......c.oiitiiiiit ittt ittt ittt tneeneneencneennns 4
S 104160 T ¥ < 6
1. Logique ensembliste, applications entre ensembles.....................cvvute. 15
1. Quelques ensSembIES. . . ... .. e 15
2. Un intervalle . ... .o 15
3. Composantes connexes de Q. ... ... . 15
4. Cercles et Tectangles. .. ... 15
5. Q comme produit Cart@Sien. .. ... .. ... 16
6. Formules de De MoOrgan .. ... 16
7. Propositions logiques . . . ... ..ot 16
8. Raisonnements divers .. .. ... ... i 16
9. Injection/Surjection/Bijection . ... ... ... e 16
10. Bijections entre N,y Z, Q. ..o .ot 17
11. Condition de biJeCtiVité . . ... ...ttt e e e 17
12. Quelques équivalences ensembliStes . . . ... ...t e 17
13. Convergence de SUITES . . ..o u vttt e e e e e 17
14. Théoreme de Cantor . ... ... ...ttt e e e e e 17
15. Espaces de fonctions ... ... 17
16. Irrationalité de €. ... 18
17. Conditions de dénombrabilité .. ... ... ... . 18
18. Premiers pythagoriCiens ... .....o.. it 18
20. Deux équations fonctionelles ... ... 19
21. Une équation diophantienne. ....... ...t e 19
22. Bijection entre [0, 1] et J0, L[ ..ot e 19
23. Suites arithmético-géométriques (1) ........oouniuniiut i e 19
2. Techniques de Calcul .....oiiiiiiiiiiiiii ittt ittt ienenenenennns 20
1. Quelques SOMIMES (1) ..ttt ettt 20
2. Produits Classiques . . ... ..o 20
3. S0MIME A€ PUISSATICES . .+« o vttt ettt ettt et et e et e e e e e e 21
4.Quelques SOMIINES (2) ..o .ttt ittt et 21
5. Premiere étude de (Hp) v novinni e e 21
6. Formule de Vandermonde .. ... ... ... i e 22
7. QUelques SOMIMES (B) ..o u ittt e 22
8. Inégalité de Tchebychev ... .. .. 22
9. Contrainte €Zalitaire ... ... 22
10. Un oral d'UII ..o e 23
11. Un calcul de SOMIME . . . ..ottt ettt e e e e e e e 23
12, La Suite (Fp) (1) .ottt e e e e e 23
13. Somme de binomiaux mMOd M. .. ...ttt 23
14. Calcul de €(2) ..o e e 24
15. Ingalité de Cauchy-SChwarz .. ... ... . e 24
16. Transformation d’Abel diSCrete. .. ... ... .ot 24
17, SOMINES EXOUIGUES - « « + ottt et ettt et e et e et et e e e et e e e 25
18. Un exercice de V.Bayle. . ... ..o 25
19. Inversion de M'c')biuls ........................................................................ 25
20. Divergence de Z AP 25
21. “Formule des deux Victors” .. ... ...t e e 26
3. Nombres CompleXes .. ..uviiiiiiiiiiiiniiiiiineeneneentnesnesssnesssneansaens 27
1. Formes algébriques . .. ... ..ot 27
2. Formes trigonomeétriques . . ... ...t 27

3. Polynomes de Tchebychev . . ... ... 27



EXERCICES DE MATHS SUP 7

4. Carrés de N ..o 28
5. QUELqUES SYSEEINES .« . .o o ettt et 28
6. Quelques équations COMPIEXES . . ... ...ttt e e 28
7. Quelques sommes trigonOMETIQUES . . .« . ..ottt ettt e e 28
8. Une inégalité exotique. ... ... 28
9. Normes polynomiales. .. ... ... 29
10. Identité dVEuler (1) .. .on ettt e e 29
11. Triangles quilatéraux. .. ... ... e 29
12. Principe de maximum polynomial (1) ..o 29
13. Une somme binomiale. . ... ... .. 30
14. Tdentité de Gauss (1) . ....ouuinoi e 30
15, Un t8lESCOPAZET . . o et ettt e e 30
16. Un ensemble complexe .. ... 30
17. Carré du plan complexe . ... ... e 30
18. Triangles de € . ... 31
19. Théoreme de Tchebychev .. ... ... e 31
20. Théoreme de Marden . ...... ...t e 31
4. Calcul matriciel. ... ..ottt i i i i i i i i i i it 33
1. Un produit SCalaire. ... ...ttt 33
2. Un produit matriciel .. ... ... e 33
3. Théoreme de Cayley-Hamilton dans Mo(R) .. ...oouiuiii e 33
Ao AB — BA = I o 34
5. C comme sous corps de Ma(R) (1) ..ot 34
6. L7@SPACE TH ..o et 34
T Ap(R) B Sr(R) et 34
B M (R ) ettt 34
0. A = A B 34
10. Somme de matrices inversibles ... ... . 35
11. Une condition d'inversibilité (1) ....... ..o 35
12. € comme sous corps de Mao(IR) (2) .. vuirin it e 35
13. Matrices triangulaires telles que ATA = AAT ... ... .. 35
14. Matrice de FOUTier . . .. ... 35
15. Matrices nilpotentes (1) .. ... ... 35
16. Matrices de permutation ........ ... e 36
17. Suites inter-dépendantes . ... ... e 36
18. Suites arithmético-géométriques (2) .........oouiuiiii 36
19. Image inverse d’une matrice inversible. ... ... ... .. i 36
5. Fonctions réelles.........oiuiuiuiiiiiiiiiiiiii it ittt riseeneeeenenencnennnnas 37
1. Vairiations de la fonction W-Lambert ........ . 37
2. Composées de fonctions MONOTONES . .. ... ..ottt e 37
3. Symétries et Graphies . ... ... e 37
4. Formules hyperboliqUes . . . ...t e e 37
5. Produit hyperbolique. . ... ... 38
6. Un théoréme amusSant . ... ... ... .t e 38
7. Quelques calculs trigonomeétriques . ... ..ot 38
8. Inégalités fondamentales. ... ... ... i 38
9. Une série trigonométrique . ... ..ot 39
10. Aire dUn CETCle . . . ..ot 39
Lo 0 f IR e et e e 39
12. Un calcul intégral .. ... o 39
13. Produit trigonométrique .. ... ... 39
14. Calcul de Produit .« ... ..o 40
15. Calcul de cos (1%) ......................................................................... 40
16. Somme hyperbolique . . . .. ... 40
17. Calcul de lim (1 + f)n ................................................................... 40
n—oo n
18. Inégalité factorielle. .. ... ..o e 40
19. Point fixe de Banach-Picard.......... .. o 41



JACQUES J. TARR, VICTOR M. KALFON, GABRIEL T. MURILLO

6. Théorie des SroUPES ..o ovututeeeeenenenenensssesasnssssssssssssssssssssasasass 42
1. Un groupe abélien. . . ... 42
2. LCI * tel que (P(E), %) SOIb UI GrOUPE. « .+« vttt ettt et e et et 42
3. Intersection et unions de SOUS GLOUPES . . ... v vttt e 42
4. Groupes ayant un nombre fini de SOUS GroUPES. ... ...ttt 42
5. LCT (*) tel que (] — 1, 1], %) 22 (R4 ) et 43
6. Théoreme de Lagrange .. ... . ..ottt e e 43
7. ISOmMOTPRISINES . .« oo e 43
8. Caractérisation des sous groupes de (R, 4) ..ottt 43
9. Sous groupe dense de U .. ... e 44
10. Introduction & O, (R) et SO, (R) ..ot 44
11. Un sous groupe de M, (R) ... oo 44
12. Sous groupes distingUeés . ... ..ot 44
13. Sous groupes bornés de (C*, X). ...ttt 44
14, La SIgNature . . ... 45
15. Stabilisateurs de parties. .. ... ... 45
16. SOUS Groupes trIVIAUK . .« o\ v vttt ettt e et e e e e e e 45
17, 00dre de (Sry0) vttt ettt et e 45
18, Centre d I GIOUPE . ...ttt ettt et e e e e 45
19. Isomorphisme entre (Q,+) €t (QF, X))ttt 46
20. SOUS GTOUPE A€ Spy « v v vttt ettt 46
21. Noyau d’un morphisSme. . ... ..o 46
22. Orthogonalité des CAraCtBres .. ........ou i e e 46
23. Théoreme de décomposition de groupes abliens. ... ... innen.. 46
24. Théoreme des 5/8 . ...t 47
25. Premier théoreme d’iSomorphiSme . . ... ...t e 47
I 1 T 48
1. QUELQUES SUILES. . ..ot 48
2. Formule de Dirichlet . ... ... e 48
3. Conditions arithmétiques . .. .... ...ttt e e e e 48
4. Interpolation finie . ... ... . 49
5. Boucles dans €. ... .. 49
6. Deux suites entrelaces ... ... 49
7. Une suite dense dans U. ... e 49
8. Densité de Q dans R ... ... 49
0. SUILE COMVEXE . .ottt ettt ettt et et et et e e e e e e e et et e et e et et e 50
10, La SWEe (Fp) (2) « ettt et 50
11. Limites infimum et SUpremumm . ... ... e 50
12. Suites MOyennables . . ... ... 51
13. Lemme de Fekete .. ..o 51
14. Valeurs d’adhérence . . .. ... 51
15, Complétude. . ..o 51
16. Une suite qUI CONVETZE VOIS T .. ..ottt et et e e e et e e e e e e e 52
17. Critere de d’Alembert (1) ... ..o 52
18. Quelques ensembles dénombrables. . ... ... ... 52
19. Une suite qui vérifie plu, POUr P PremUer ... ....viu it 53
20. Espace complet gnéral .. ... ... ... 53
21. Valeurs entieres de (Hp) .. ..ouoenin it e et 53
22. Un lemme de densité omnipréSent . .. ... . ..ottt 53
8. Arithmétique ...... oo i i i i i ittt it iiiieeenenens 54
1. Quelques résultats arithmétiques ...... ... i 54
2. Formule de Legendre . ... ..o 54
3. Petit théoreme de Fermat .. ... ... 55
4. Existence d’entiers tels que 2™ = nlp]. .. ..o 55
5. Théoreme d’Erdos-Kalmar .. ... 55
6. Identité d'Euler (2).. ... .o 55
7. Identité de Gauss (2) .. ...ttt 56
8. Théoreme de WIlSON . . ... oo e e 56



EXERCICES DE MATHS SUP 9

9. Tdentité d'Euler ... ... 56
10. Résidus quadratiques MO P. .. ...ttt e 57
11, PuiSSamCes EIEICIES . . o oottt ettt ettt et e et e et e e e e e e e 57
12. PGCD de valeurs polynomiales. ...... ... i 57
13. Petit théoreme de Fermat version matricielle ........ ... .. .. i i il 57
14. Théoreme de Bertrand . ......... i e 57
15. Théoreme de KUrschak .. ... ... e e 58
16. IMO 1988 ProbIEINE 6 . . ..ottt ettt et e et e e e 58
17. Un exercice de Putnam. . ... e 58
18. Sous groupes de Uy, ..o v oo 59
19. Théoreme des restes Chinois ....... ..o e e 59
20. Nombres premiers de la forme dn +3 et dn 4+ 1. .o 59
9. ANNEAUX €1 COTPS c i vt ttttttetiretnnsnesaseesnseesssessssassssosssnsossnsassnss 60
1. Principalité de KX . ... 60
2. ENtiers de Gatss . .. v vttt et e e 60
3. Un anneau principal. .. ... ... 60
4. TdéauxX MAXITNAUK .+« o vttt ettt e et ettt e ettt e ettt e e ettt e e et e e 61
5. Initiation aux modules .. ... ... 61
6. Polynomes annulateurs et morphismes de corps. ... 62
7. Factorisation dans un anneau principal ......... ... 62
8. Eléments algébriques de R. ... 62
9. Un sous anneau de Q.. ...ttt 62
10. L’'anneau End(G) ..o 63
11. Condition suffisante pour qu’'un anneau SOit UN COTPS . ...t uet it et i, 63
12. MoOrphiSmes de COTPS . .« vttt ettt et e e e e et e e e 63
13. Sous anneaux de Z2 ... ...t 63
14. Tableat d'Un COTPS. . ...ttt e et 63
15, A-modules (1) ..o 63
16. A-mOdUes (2) ..ottt 64
17, A-modules (B) ..o 64
18, A-modules (4) ..o 64
19, 1T —ab et 1 —Da . ..o 65
20. Racines de PUnité ... ..o 65
10. Fonctions continues de la variable réelle...........coiiiiiiiiinininrnrarannnns 66
1. Uniforme continuité sur R ... ... e e e 66
2. Théoreme de Heine. ... ...t e e s 66
3. Points de continuité . ... ... ... e 66
4. SUILE A€ TACINES . . .o ottt et et e 67
5. Prolongement d’une fonction uniformément continue............ ... ... i 67
6. Majoration affine de fonctions uniformément continues............. ... .o i, 67
7. Existence de point fiXe . ... ..o 67
8. Continuité sur les eSpaces deISES . . ...ttt ettt e et e 67
9. Un exercice de Bartho. ... 67
10. Lemme de Riemann-Lebesgue . ... ... 68
11. Ensembles denses et dénombrables ........... o 68
12. Points de continuité de fonctions monotones. ..............oiiiiiiiiii i 68
13. Approximation dune somme (1) .......o.uin ittt 68
14. CNS sur la densité de I'image d’une fonction périodique ............ ... .. 68
15. Théoreme de Niven-Parks . ... ... e 69
16. Théoreme de WeIerStrass . . ... ..ottt e e 69
17. Quelques limites INEEreSSANtEs . . . ...ttt e 70
18. Formule de Leibniz. .. ... e 70
19. Carrés continus Identiques. . . ... ...ttt 71
20. Une fonction horrible. . ... ... 71
21, DEriver Un MAaXimmUI. . ..ottt ettt ettt et e e et e et e e et et e e 71
22. Approximation d’une somme (2) ... .. ... 71
23. Taux d’accroissement aux Ordres SUPETIEUTS. .. ... vuttn ettt ettt 72



10

JACQUES J. TARR, VICTOR M. KALFON, GABRIEL T. MURILLO

11. FONCtiONS CONMVEXES &t vvti it in ittt eaeaeesenenenenenencncncncnnas 73
1. Inégalité de YOUNE . . ..ottt e e e 73
2. Inégalité de Jensen et appliCationS. ... ...ttt e 73
3. Une inégalité de produits. . ... ... 74
4. Fonctions convexes bornées sur R. ... 74
5. Inégalité sommatoire ... ... 74
6. Inégalité de Jensen intégrale. ... ... i 75
7. Inégalité entroPiqUE . . . ..ot 75
8. Condition suffisante de CONVEXILE . ... . ... ... 75
9. DL de (Hp) (1) ot neee et e e e e 75
10. Inégalité logarithmique. ... ... ..o e e 75
11 min(f, @), MAaK(f,g) o v 76
12. Continuité de fOnCtions COMVEXES . .. ...\ttt ettt e e e s 76
13. Extrema de fonctions COMVEXES . .. . ...ttt et e e 76
14. Fonctions convexes croissantes sur R ... 76
15. Conditions de CONVEXITE . . . ...ttt ettt e e e 76
16. Théoreme de Gauss-LuCaS . .. ...ttt e 76
17. Ensemble de points de dérivabilité d’une fonction convexe .............. ..., 7
18. Positivité d’une intégrale & poids CONVEXE. ... ...ttt e 77
19. Convexité logarithmique . .........o. i e 77
20. Inégalité Intégrale . . ... ..o 77
12, PoOlymnOmES . « ot ittt ittt ittt e tteeeteeeetassessssesssseassssesassesassesnns 78
1. RACINes de P ... 78
2. Division eUCHAIENNIE . . . ..ottt 78
3. P A Tacines SIMPLeS. . . ..ottt 78
4. Quelques calculs de sommes SUr les TaCines ... ......ut ittt 78
5. LNégalité (P7)2 = PP e 79
6. Nombre de Liouville. . ... ..o 79
7. Léquation P(X2) = (X2 £ 1) P(X) ettt 79
8. L’espace K[A] pour A € M, (R) ...ttt e 79
9. Une inégalité de pré-Image .. ... ..cououiie i e e 80
10. Somme de dEriVEES . . . ...ttt 80
11. CNS pour que P € R[X] soit positif sur R.... ... 80
12. Ecriture binaire polynomiale . ... 80
13. Inégalité de Cauchy ... ... ... . 80
14. Théoreme de POLya. . ... ..o 80
15. Barycentre des TaCINESs .« .. ...ttt e 81
16. Un oral des MINES . . ...ttt e ettt e e 81
17. Conjugués dans Q[v/2] .. ... uueeee 82
18. Polynoémes qui vérifient P(U) CU. ... e 82
19. Nombres transcendants. . ... ...t e e 82
20. POlynomes TéCIPIOGUES - . . .t v vttt ettt et et e et e e e e e e e e e e 82
21. Polynomes qui vérifient P(Q) = Q. ... oot 82
13. Espaces vectoriels et dimensions ...........coiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii i 83
1. Quelques familles Ibres. ... ... o 83
2. Quelques espaces vectoriels engendrés . ... ... . 83
3. Formule de GrasSmanml. .. ... ...ttt e e e e e 83
4. Théoreme de Carathéodory .. ... ... e 84
B UN OVETIAD - o et 84
6. L’espace des matrices a trace nulle ........ .. 84
7. Quelques propriétés de sous espaces vectoriels . ... ... 84
8. Existence d’espaces vectoriels finis. ....... ..o 85
9. Une base CAlEDTE . . ... 85
10. Familles libres engendrées Par (i) .. ....uvuen et 85
11. Espaces supplémentaires de RE ... ... . 85
12. Non unicité de supplémentaire ......... ..o i 85
13. Ensemble de fonctions 1-périodiques. ... ... ..ottt 86
14. Rangs pairs et impairs d’une SUite. ... ..ot e 86



EXERCICES DE MATHS SUP 11

15. L’espace des suites arithmétiques complexes . ... ... i, 86
16. Un sous espace de RITLH 86
17. Une propriété unique de Mo(IR) .. .. 86
18. Application de la formule de Grassmani. . ......... ...t i, 86
19. Application dilm. ... ... e 87
20. Espaces vectoriels & base UnIque. .. ...t 87
21. Supplémentaire COMIMUIL . . .. ..ottt ittt ettt e e e e e 87
14. Déterminants et groupe Symétrique........c..viiiiiirirerenenenenenenrnsnsass 88
1. Un déterminant de HUTWItZ . .. ... ..o e e e 88
2. Le déterminant comme moOrphiSme . ......... ... .t 88
3. Sous groupes G de GL,(C) tels que GNSL,(C) = {In} - oovovniiiiii 89
4. Matrices réelles semblables dans C ... ... . 89
5. Dérangements pairs et IMpairs. .. ... ..ot 89
6. Un déterminant caché ... ... ... i 89
7. Une condition d’inversibilité (2) ..........ouiuii 89
8. Déterminants de Smith. . ... ... 89
9. Déterminant de GOWELS . .. ...ttt et 90
10. Points fixes de permutations 02 = Ldp, et ettrrittnne et 90
11. Sous eSpaces StADLES PAT Uy « o« v v vttt ettt e e 90
12. Etude du groupe alternée Ap .. .......oooee o 90
13. Polynome caractériStique. . ... ..o 90
14. Positivité d’'un déterminant par blocs. ... 91
15. Trace et déterminant de A — AT ... .. 91
16. Matrice COMPAZNON . . . ..ottt ettt et e e e 91
17. Déterminant circulant ... ... ... 91
18. Déterminant de Cauchy .. ... ... . 92
19. Un déterminant classique. .. ... ..o 92
20. Déterminant binomial. ... ... i 92
21. Résultante de deux polynomes .. ..... ...ttt 92
15. EndomorphisSmes ...ttt ittt ittt ittt 94
1. Diagonalisabilité des projecteurs. ........ ..o 94
2. Endomorphismes nilpotents de rangs maximaux ..............oiiiiiiiiiii i 94
3. Théoreme de Maschke. . ... . 95
4. Inversion de Pascal. ... .. ... i 95
5. Une égalité de ProJeCteUrS . .. ...ttt e e e e e 95
6. Hyperplans de M, (R) ...ttt e 95
7. Crochet de rang L. ... .o e 95
8. Automorphisme polynomial .. ....... ... 96
9. Interpolation de Bernstein. .. ... ... 96
10. Constructions d’Un ProJecteour . .. ... ...o. .ttt e e 96
11. Logique des noyaux et des IMages . ... ...ouuuttnnt it e 96
12. Condition de codiagonalisabilité......... ... . i 96
13. Noyau et image supplémentaires. .. ... .. ...t 97
14. Lemme de factorisation ........ ... 97
15. Relation entre endomorphiSmes .. ...... ..o 97
16. Inégalité de SyIvester. .. ... ... i 97
17. Caractérisation des homothéties. ... ... ... ... 97
18. Commutativité et noyaux en somme directe ..............ooiuiiiiiiiii i 98
19. Un endomorphisme de € ... .. 98
20. Endomorphismes CyCHQUES . .. ...ttt 98
21. Espace vectoriel engendré par les nilpotents ............ .. i 98
16. Espaces euclidiens . .......c.oiiiiiiiiiiiiiiiiiiiniiitneienrneenrneensneensnens 100
1. Inégalité de Cauchy-SChwarz ... ... ... i e 100
2. Endomorphismes symétrique et antisymétrique commutatifs............... ... ... ... 100
3. Caractérisation des projections orthogonaux......... ... ..., 101
4. Un produit scalaire discret .. ... 101
5. Sous groupes finies de GL,, (K) ..o 101



12

JACQUES J. TARR, VICTOR M. KALFON, GABRIEL T. MURILLO

6. Quelques inégalités sur les MatriCes. ... ... e 101
7. Vecteurs & angles ODbUS ... ..ot e 101
8. Inégalité d’Hadamard . ....... ... e 102
9. Représentation de Riesz. ... ... 102
10. Un produit scalaire COntinu . ..... ... e 102
11. Le simplexe T€gUlier. . .. ..o 102
12. Rayon critique de recouvrement par le cross-polytope ........ ... 103
13. Matrices de 1ang 1 (1) «.euoun et et e 103
14. Bases raisonnablement proches. ... ... ... ... 103
15, Distance & X .. 103
16. Etude des endomorphismes adjoints . .........o i 103
17. Adjoint d’une contraction ... ... .. ... i 104
18. Intégrale de f et 1/f UNILAITE .. ... ovutt it e 104
19. Principe de maximum polynomiale (2) .......... oo 104
20. Théoreme de Cartan-Dieudonné. ...... ... ... e 104
21. Déterminant de Gram et distance & une partie ......... ... oo 105
17. Primitives et équations différentielles ............ ..ottt 107
1. Résolutions Classiques .. ... ...ttt 107
2. Second membre SIMPLE . ... ... 107
3. Modele de Verhulst. . ... ... 107
4. Déterminant différentiel .. ... ... .. ... 108
5. L’équation de la MPSI3 . ... . 108
6. Lemme de Gronwall. ... ... 108
O A e e (1 108
8. Equations ATELATA . .o 108
9. Solutions bornées (1) .. .. ...ttt e 109
10. Solutions BOImées (2) .. ......u ittt e 109
11. Initiation au Wronskien ... ... 109
12. Quelques Primitives .. ..o 109
13. Technique AU TO6. .. .e ettt e e e e e e e e e e e 110
14. Application du lemme des NOYAUX . . ... .ut ettt e e e 110
15. Probleme INVeTSe. . . ...t e e 110
16. Membre de gauche dépendant. ....... ... e 111
17. Un systeme cas Classique. ... ..o 111
18. Une identité reconnaissable (1) .. ... ... 111
19. Une identité reconnaissable (2)..........iuin ittt 111
20. Equation différentielle typIqUE. . ...\t 111
18. Analyse asymptotique ... oottt i i i i i it e 112
1. Quelques développements . .. ... ...t 112
2. Un peu plus eXOtiQUE. . . ..ottt 112
Bty = 0(L /M) e 113
4.) sin <:2> ............................................................................... 113
5. %nle équation diophantienne. ....... ... . 113
6. Méthode des petit Pas (1) ... oottt e 113
7. Méthode des Petit PAs (2) ... .ur it e e 113
8. UNE SUILE TECUTSIVE . . .ottt ettt et e ettt e e et e e e et et e 113
9. Méthode des petit PAS (3). .o v vttt 114
10. Développement Hmité de f b ... 114
11. Méthode des Petit PAS (4) .. v vttt e e 114
12. Un équivalent simple. ... ... 114
13. Un eXercice eXOtiQUE . . . ... vttt e e 114
14. Points entiers dans le cercle de rayon 7 ... ... ..o 114
15. Déterminer le DL de tamn. .. ...t 115
16. Une quasi-identité. . ... ... 115
17. Un théoreme d’équivalents classique. ........ ... 115
18. Relations logiques. . ... ... 115
19. Points entiers de & 4 In(Z). . ..o oottt 115



EXERCICES DE MATHS SUP 13

20. Solutions & I'équation tan(a) = @.........o.iuiii 115
19. Séries et familles sommables..........coiiii ittt i i i e 116
1. Lemme de Dirichlet . ... ... 116
2. Des CONtre eXEMPLES. . .. .v ittt e 116
3. Critere de Raabe-Duhamel .. ... ... . 117
4. Critere d’ADel . ..o 117
5. QUelques SEries (1) ...t 117
6. La série de terme générale | Cos(n)|™ .. ..ot 118
7. Une symeétrie SUIPIENAnte . .. ... ...ttt et e 118
8. Somme des inverses des qUASI-CAITES . . . ... ...ttt ettt ettt e 118
9. Power trick . ..o 118
10. Familles indénombrables . .. ... 118
11. Critere de d’Alembert (2) ... 118
12, QUELQUES SETIES (2) ..ttt ettt e 119
13. Initiation a la fonction ¢ de Riemanmn...... ... 119
14. Un calcul de SETie . . . ...t 119
15. Un oral des MINES. ... ...ttt et e e 119
16. Série convergente d’une série divergente .. ...........ou it e 119
17. Séries de Dirichlet. ... .o 120
18. QUElUES SEIIES (B) .\ttt e 120
19. Théoreme de Riemann .. ... ... . e 120
20. Critere de Condensation de Cauchy et séries de Bertrand............. .. .. ... ... 121
20. Fractions rationnelles, arithmétique des polynémes................. ..o, 122
1. Irréductibilité dans QX | .. ..ot 122
2. Un lemme utile (1) ... e 122
3. Lemme de Gauss sur 16S CONBENUS . .. ... ..ottt e 122
4. Critere d'EISenstein . ... ...t 123
5. Division euclidienne de polynomes. ....... ...t 123
6. Initiation aux polynomes cyclotomiques ........ ...t 123
7. Une famille de polynomes irréductibles . ....... ... i 123
8. Décompositions en éléments simples (1) ......oooiiiii i 124
9. Décomposition en éléments simples (2) . ......ouiuiiiin 124
10. Polynomes scindés dans R. . ... ..o 124
110 Gauss-Lucas (1) ..ottt e 124
12, Gauss-Lucas (2) .. ...t 124
13. Eléments de GLy,(Q) d’ordre fini.........oouioet it 124
14. Racines multiples de P/ .. ... . e 125
15, Lemme deS MOYAUK . « « .« e vt tutttt ettt ettt et ettt ettt et 125
16. Un bon contre exemple. . ... ... 125
17, Llespace AlX . o 126
18. Un lemme utile (2) ... ..o 126
10, X = LA X L 126
20. Calcul de produit ... .......ii 126
21, GAUSS-LUCAS (3). vttt e 126
22. Lasuite P+ 2. o 126
21, Intégration ......coeieiiiiiin it iiiiiiiiitiiiiiettnettttttteittatetetenas 127
1. Borne inférieure d'une intégrale ........ ... . 127
2. Primitives a la Riemanm. . ... 127
3. Une suite d'intégrales . ... 127
4. Méthode des tTap@ZES . . ...ttt ettt e e e e e 128
5. Vitesses de COMVEIZEICE . . ...ttt ettt e et e e e 128
6. Deux Hmites . . ... 128
7. Inégalité sur le cercle. ... ... 128
8. Initiation a la norme infinie ...... ..o 129
9. Inégalité de HOLder. ... ..o e 129
10. Inégalité de Minkowski ... ... ... 129

11. Dérivées uniformément Dornées .. ...t 129



14

JACQUES J. TARR, VICTOR M. KALFON, GABRIEL T. MURILLO

12. Comparaison polynomiale ... ... ... ...t 129
1 T T et 130
14. Inégalités Intégrales (1) ... ....ououi it e e 130
15. Inégalités intégrales (2) .......ouiuiun it e 130
16. Inégalité de YOUNZ . .. ..o e 130
17. Btude dIUne SWEE . .« oo e e e e 131
18, FONCHION B .ttt e 131
19. Intégrales de Wallis et équivalent de Stirling.......... ... i i 131
20. Intégration de deux puissance décalées........ ... . i 131
22. Dénombrement et probabilité......... ..ottt i i i i e 132
1. Parties SAns PAITES . ... ..ottt 132
2. Evénements toujours dépendants .. ..............oii 132
3. Inégalité d’'indépendance . ....... ...ttt e 132
4. Tnégalité du trail . ... ..o 133
5. Polynémes aléatoires dans Fp[X] .. ... 133
6. Marche aléatoire dans Z........ ..ot 133
T DEUX S PIPS . - vt ettt ettt et e e 133
8. Déterminant aléatoire . . ... ... .. i 133
9. Merci Bartho! . .. ... 134
10. Inégalité factorielle. ... ..o 134
11. Ensembles a représentations infinies. ....... ... e 134
12. Un théoréme d’ErdOS ... ..ottt e e e e e e e 134
13. Nombre de cycles dans les permutations. ......... ...t 135
14. Inégalité de Hoeffding . ... ... i 135
15. Formule du crible et application......... ... i 136
16. Urnes d’ERrenfest . . ... ... 136
17. Espérance de 1a NOTINE . . .. ..ottt et e e e e 136
18, My, = N (X1, ey X ) e ettt e 137
19. Probleme du colleCtionneur . ... ... e 137
20. Nombres de Catalan ........ ..o 137
23. Topologie dans R™ ...ttt ittt it i i ittt ttnenenenentaeacannnns 138
1. Quelques contre eXEMPLES . .. ..ot 138
2. Complétude et Précompacité . .. ... ...t 138
3. Caractérisation de Borel-Lebesgue. ... ... ..o 139
4. Tdéaux de C(ER) .ttt e 139
5. Convexes non bornées de R ... ... . 140
6. Lemme de Riesz. ... ..o 140
7. Courbes de LiSSajous . . ...ttt 140
8. Ensembles & points iSOLES. . .. ..o 141
9. Relations d’ordre avec I'intérieur et 'adhérence............ .. ... . . i 141
10. CNS pour que E s0it complet . ... ..o 141
11. Existences de fonctions eXOotiques. ... ..ottt e 141
12. Suites d’ouverts non bornées de Ry ... i 142
13, 0uverts de R ... 142
14. Convexes fermés de R . .. ... e 142
15. Caractérisations d’ouverts et de fermés.......... ... . 142
16. L’ensemble des valeurs d’adhérence est un fermé ......... ... .. ... it 142
17. Normes Equivalentes . ... ...t 142
18. Equivalence des normes en dimension finie ............ ... 143
19. Topologie dans M, (R) .. ...t e e 143
20. Lemme de Baire et applications . ....... ... 143
21. Espaces des courbes fractales. . ..... ... 144
22. Ensemble A C R™ tels que A = 00 ..ot 145
23. Polynomes scindés a racines simples dans R, [X].....ooooiiiiiii i 145
24. L’espace pré-hilbertien R[X] .. ... oo e 145



EXERCICES DE MATHS SUP 15

“L’essence des mathématiques, c’est la liberté” - Georg Cantor

1. Logique ensembliste, applications entre ensembles

1. Quelques ensembles. v

Déterminer les ensembles suivants:
o (1R, 22+1=0}

o {reR, 22 -1=0}
e {r€Q, 22+1=0}
e {a®>+2,a€[1,5]}
e {xeZ, x+1=0}
e {z€C, 22+1=0}
2. Un intervalle. v

Montrer que {z € R, 1 < z 4 e” < 10} est un intervalle.

3. Composantes connexes de Q. Q

Montrer que QQ ne contient aucun intervalle.

4. Cercles et rectangles. v

Montrer que l'ensemble {(z,y) € R, 22 + y*> = 1} ne peut pas s’écrire sous la forme d’un produit
cartésien de deux intervalles.
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5. Q comme produit cartésien. v

Décrire Q a ’aide d’un produit cartésien et d’un prédicat.

6. Formules de De Morgan. v

Soit € un ensemble non vide, (A, ),ecn une suite de parties de 2. Montrer qu’on a pour tout n € N:

7. Propositions logiques. v

Soit P une fonction propositoire. Ecrire la négation des assertions suivantes:
Va, P(x)

Jdz, P(x)

Ve € E, Jy € E, P(x,y)
Jr e E, Vye E, P(x,y)
Ve € E, Yy € E, P(z,y)
dreR, dseR, e <rets<r

8. Raisonnements divers. =

(1) Montrer que si (z,y) €]0,2[x] —2,0[, 1/z — 1/y > 1.

(2) Soit z € R vérifiant Ve > 0, 0 < |z| < €. Montrer que z = 0.

(3) Soit f: R — R paire et impaire. Montrer que f est la fonction nulle.

(4) Montrer que v/2 ¢ Q. Montrer que In(3)/In(2) ¢ Q.

(5) Soit f: R — R. Montrer qu’il existe un unique couple (P, I) € F(R,R) tel que P soit paire et T
impaire, vérifiant f = P + I.

(6) Montrer que tout entier naturel supérieur ou égal & 2 peut s’écrire de maniére unique comme
produit de nombres premiers.

9. Injection/Surjection/Bijection. v

Etudier la nature des applications suivantes, et trouver, lorsque c’est possible, les restrictions adéquates
qui rendraient les applications surjectives/bijectives/injectives.
(1) f:R* = R? (z,y) = (z —y,22 +y)
(2) f:C—C* z+— exp(z)
(3) SoitneN. f:R—=R, z+— ™.
(4) f:R—>R, z+ sin(z)
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10. Bijections entre N,Z, Q. # 9

Existe-t-il une bijection entre N et Z7 Entre N et Q7

11. Condition de bijectivité. v &

Soit f: C\{i} = C, z+— (2+2i)/(z —i). Trouver F C C tel que f: C\{i} — F soit bijective.

12. Quelques équivalences ensemblistes. v &

Soit E, F deux ensembles, (A4, B,C) € P(E)3.

(1) Montrer que AUBC AUC et ANBCANC = BCC.
(2) Montrer que ANB=ANC < ANB=ANC
(3) Comparer P(EUF) (resp. P(ENF)) aP(E)UP(F) (resp. P(E)NP(F)).

13. Convergence de suites. v

Soit @ € R. On dit qu’une suite de réelles (a,)nen converge vers une limite £ € R lorsque:

Ve >0,INeN, Vn =2 N, |a, —{| < ¢
Les suites suivantes convergent-elles?
((=1)")nen
(O‘n/n!)neN
(O‘n)neN
(sin(an))nen

14. Théoréme de Cantor. “H QT

Soit E un ensemble non vide. Montrer qu’il n’existe jamais une bijection de E dans les parties de F.
(On pourrait commencer par traiter le cas lorsque F est fini, puis quand E est infini, f : E — P(FE) une
bijection et considérer D = {z € E,z ¢ f(z)}).

15. Espaces de fonctions. faa)

Soit (Xi,j)(,5)erxs une famille d’ensembles. Comparer:

UM X et U X
jeJiel icl jeJ
et montrer ’égalité:
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NUxu= U N¥en

ieljeJ peF(I,J)icl

16. Irrationalité de e. x & Xk P

Pour tout n € N, on pose:

1
I, :/ e"z" dx
0
(1) Montrer que I, =3 0.

1
(2) Montrer que pour tout n € N, il existe (an,b,) € Z?2 tel que I,, = ane + by,.
(3) En déduire que e ¢ Q.

17. Conditions de dénombrabilité. AT 3

Soit X un ensemble. On dit que X est dénombrable lorsqu’il existe ¢ : X — N bijectif. On note cette
relation X ~ N.

(1) Montrer que si X est infini et qu’il existe ¢ : X — N injectif, alors X ~ N.

(2) Soit (X;)1<ign des ensembles tel que pour tout ¢ € [1,n], X; ~ N. Montrer que X7 X...x X,, ~ N.
(On pourra utiliser 1'unicité de la décomposition en facteurs premiers des entiers naturels).

(3) A-t'on R ~N? Q ~ N?

18. Premiers pythagoriciens. s H Xk

On souhaite montrer le théoreme de Fermat sur les nombres premiers:

Soit p un nombre premier. Alors p peut s’écrire comme la somme de deuz carrés si et seulement si
p=1[4] oup=2.

On suit ici la fameuse démonstration de Don Zagier. On fixe p un nombre premier.

(1) Traiter le cas p = 2.

(2) Soit E un ensemble fini de cardinal impaire. On dit que ¢ : E — E est une involution (ou
involutif) lorsque pour tout = € E, (¢ o ¢)(x) = x. Montrer que si ¢ est involutif, alors ¢ admet
un point fixe.

(3) Soit F un ensemble fini et ¢ : E — E involutif. On suppose que ¢ admet un unique point fixe.
Montrer que le cardinal de E est impaire.

(4) Montrer que si p peut s’écrire comme la somme de deux carrés, alors p = 1[4].

(5) Soit alors p > 2 et p = 1[4]. On pose:

S={(z,y,2) eN?, p=2a”+4yz}

Montrer que S # 0.
(6) On pose I'y = {(z,y,2), v <y—z}, Do = {(z,9,2) €S, y— 2z <z <2y} et I's ={(z,y,2) €
S, x > 2y}. Montrer que I'1, 'y et '3 définissent alors une partition de S.
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(7) On pose alors ¢ lapplication définie sur S ainsi :

(x+2z,z,y—x—2)siz<y—z
Oz, y,2) =< Qy—my,c—y+2)siy—z<z<2y
(r =2y, —y+2z,y)six>2y
Montrer que ¢ est involutif, que ¢(I';) = I's et que ¢(I's) = I's. En déduire que ¢ admet un
unique point fixe.
(8) Conclure.

Cet exercice a été largement éditer pour convenir aux attentes de sup. L’énoncé originale n’était pas
aussi complet...

20. Deux équations fonctionelles. =

Déterminer toutes les applications f : R — R continues vérifiant dans un premier temps pour tout

(z,y) €R?, f(x+y) = f(x) + f(y), puis f(z +y) = f(2)f(y)-

21. Une équation diophantienne. HTE

On souhaite montrer que 1’équation 22 — 232 = 1 admet une infinité de solutions dans N2.
(1) Montrer qu'’il existe deux suites d’entiers naturels (a,)nen €t (bn)nen vérifiant:

Vn eN, (342v2)" =a, +b,V2
(2) Que dire de (3 —2v/2)"?
(3) Conclure.

22. Bijection entre [0,1] et 0, 1]. & 9

Trouver une bijection entre ]0, 1] et [0, 1].

23. Suites arithmético-géométriques (1). v &

Soit (a,b) € (R*\ {1}) x R*. On considere la suite (up)neny avec ug € R et pour tout n > 0,
Up41 = aUy +b. On pose A = b/(1 — a).

(1) On pose v, = u, — A. Quelle est la nature de (v,)?

(2) En déduire I'expression de (v,,) et puis celle de (uy,).
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“If people do not believe that mathematics is simple, it is only because they do not
realize how complicated life is.” - John Von Neumann

2. Techniques de Calcul

1. Quelques sommes (1). v
Calculer les sommes suivantes pour n € N:
n n n 2n
(1) > (-1* (3) > 2k (5) > 2 (1) S (-1)kk
k=0 k=1 k=0 k=0
n+1 2n 2n n
(2) Dk 4 > 2k © > 2 (8) > (-1 *
k=2 k=n+1 k=n+1 k=0
2. Produits classiques. v
Calculer les produits suivants pour n € N:
1000 2n n L LSy )
1 [ ** -k @ I[ # M ] 2% (10) IT ==
k=—1000 k=n+1 k=0 k=1
n n n 1 n
2) J]@k); (5) Tk +1); ® I (1—,{)7 (1) JJ@x -y
k=1 k=1 k=2 k=1
n n n 1 n
3) I #* © J]e™* ® I (1— k2>’ (12) J[k(n+1-k));
k=1 k=0 k=2 k=1
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3. Somme de puissances. foa)

On souhaite montrer que pour tout n € N, il existe un polynéome P,, de degré n + 1 a coefficients dans
Q vérifiant pour tout m € N:

k™ = P,(m)

-

(1) Trouver Py et Pj.
(2) Montrer que la propriété est vraie par récurrence. On pourrait considérer la somme:

i(k F ) — k"

k=0

(3) En déduire P et Ps.

4.Quelques sommes (2). %

Soit n € N. Calculer les deux sommes suivantes (pour les 3 derniéres, on pourra considérer 1’application
= (14 2)")

W Y max(ig) @ Y (5) Y li—Jl mi(}i)k

1<i,j<n 1<ijen T 1<i.j<n —
@) 3, min@d) : 0> (}) © > (M)
1<i,j<n 1<i<y<n ] i—0 k prt k k + 1
5. Premiére étude de (H,). “H=

On pose, pour tout n € N*:
"1

Hy=3_

k=1

On va montrer que (H,) diverge de deux manieres différentes.

Nl

(1) Montrer que pour tout z > —1, In(1 + z) < .
(2) En déduire que pour tout n € N*, In(n + 1) < H,,. Conclure.

Alternativement:

(3) Soit f € C(R,) une fonction concave sur R tel que f(0) = 0. Montrer que, pour tout n € N*:

(4) En déduire le résultat souhaité.
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6. Formule de Vandermonde. #H X

On souhaite montrer la formule de Vandermonde, valable pour tout (m,n) € Net 1 <h < m+n:
i m n _(m +n
k h—Fk) h
k=0

(1) Montrer la formule par récurrence.

(2) On procede maintenant par un raisonnement combinatoire. En considérant un ensemble M de
cardinal m et IV de cardinal n, compter le nombre de parties de M U N de cardinal h de deux
manieres différentes. Conclure.

(3) En déduire la valeur de:
k
=0

k

7. Quelques sommes (3). #H

Calculer les sommes suivantes pour n € N et 6 € [0, 27

(1) D k-l (3) Y1+ ) (5) 3 sin(k) (1) 32 (Z)
k=1 k=1

k=0 k=0
n 1 n n n n .
(2) Z 21 (4) Zcos(ke) (6) Z(—l)k (k) (8) (k) cos(k0)
k=2 k=0 k=0 k=0
8. Inégalité de Tchebychev. 9 %

Soit n € N*, a1 < ... < ap et by < ... < b, 2n réels. Montrer I'inégalité suivante, et décrire le cas
d’égalité:

1 & 1 & 1 —
(rEe) () < i

9. Contrainte égalitaire. Q

Soit n € N* et (x1,...x,) € R™, vérifiant:

n n
g T =net E x,% =n
k=1 k=1

Montrer que pour tout 1 < k < n, x; = 1.



EXERCICES DE MATHS SUP 23

10. Un oral d’Ulm. e @ %

Préliminaires qui ne sont pas parues & l'oral: Soit (x,) € R{\& une suite de réels positifs. On écrit
() € £1(N) si la limite suivante existe:

n o0
. def
lim E T = E Tr
n—oo

k=0 k=0

(1) Montrer que pour tout 0 < r < 1, la suite (r"),en € £}(N).
(2) Montrer que si (x,) € £}(N) et (z,,) est a termes positifs, alors (22) € ¢}(N).
(3) L’oral des ENS: Soit (x,) une suite de réels positifs tel que (z,,) € £1(N) et:

o0
Z z,=A>0
k=0
oo
Quelles valeurs peut prendre Z xi ?
k=0
11. Un calcul de somme. #o

Montrer la formule de sommation de 'indice du haut:

i(k) _ (n+1)
= \p p+1
Et en déduire la valeur de 1 x 2 x34+2x3 x4+ ...+nx(n+1)x (n+2)et Zk‘3

k=1

12. La suite (F,) (1). #

On pose (Fy,)nen la suite définie par Fy = F; = 1 et pour tout n > 0, F,,1o = F,41 + F,,. Montrer

que pour tout n € N:
[n/2] n—k
F, =
> (")

k=0

13. Somme de binomiaux mod m. &

Soit n € N. On souhaite calculer les sommes suivantes:

n n
A=Y (k) =Y (k)
k=02] k=1[2]

(1) Calculer A+ B et A — B, et en déduire leurs valeurs respectives.
(2) Montrer qu’on peut généraliser 'approche en utilisant des nombres complexes afin de trouver,

- n
1<p<m,l leur d .
pour p < m, la valeur de Z | (k)

k=p[m
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14. Calcul de ¢(2). “ QP

Notre but est de montrer le résultat suivant, di a Leonhard Euler:

n 1 7_[_2
M iE =
k=1
(1) Montrer que, pour tout = €]0,7/2[:
1 1 1

tan?(z) 22  sin®(x)

(2) On pose pour n > 1et 1 <k < 2" — 1, x3 = kr/2""1. Montrer que:

2" -1 1 2n—1 1 2n—1 1
————2"+1< — < ECYINEY
; sin?(zy) kz_;l z3 ; sin?(zy)

(3) On note pour tout n € N* S, la somme a droite de I'inégalité précédente. Apres avoir démontré:

1 1 4
Vaelo, 2, T _

27 sin®(z)  sin®(3—z) sin®(2z)

Montrer que S, = 45,_1 + 2 pour tout n > 2.
(4) En utilisant I’exercice 23 du chapitre précédent, en déduire ’expression de (S,,) pour tout n € N*.

(5) Conclure.

15. Ingalité de Cauchy-Schwarz.  HTE

Soit (@1, ..., A, b1, ..., bp) € R?™. On souhaite montrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz. On pose pour
tout t € R:

n

P(t) = (ax — bit)?

k=1
(1) En raisonnant sur le signe du discriminant de P, montrer que:

(Ee) (829 (£

(2) Caractériser le cas d’égalité.

16. Transformation d’Abel discréte. & X

Soit (an) et (by) deux suites réelles. Pour tout n € N, on pose:

.Sn:iakbk OAn:ZCLk
k=0

k=0

n—1
(1) Montrer que S, = A, b, + Z Ap(bg — brt1)
k=0
(2) En déduire le critere d’Abel : Si (by,) est décroissant tendant vers 0 et la suite (A4,,) est bornée,
alors (.S,,) converge.
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(3) Montrer que pour tout 6 € 0, 2x[, la suite suivante converge:

k
k=1

17. Sommes exotiques. #“ 9 X

Soit a € R et n > 2, E un ensemble finie tel que |E| = n. Calculer les quatre expressions suivantes:
. a 2 ANB - n\? - n\?
n 1k
(1) k]:[lcos (27@) 2 > | | 3) ;( 1) (k) (4) Z_;k (k>

A,BCE 0 P

18. Un exercice de V.Bayle. #“ 9
1
Soit n € N*. Pour tout A C [1,n], on pose P(A) = H k. Calculer : Z A
kEA AC[1L,n] (4)
19. Inversion de Mobius. “H k&

On note Q@ = {n € N,Vp € P,p? { n} I'ensemble des quadratfrei (qui signifie "sans facteur carré”) de
N, v(n) = {p € P,p|n}. Finalement, on pose p: N — {—1,0,1} application de Moebius:

lsin=1
VneN, un)=<0siné¢ Q

(1) Calculer p(n) pour 1 < n <10
(2) Montrer que:

Zu(d){lsinzl

0 sinon
d|n
(3) En déduire que, si (an)nen, (bn)nen sont des suites & valeurs réels, alors on a ’équivalence:

b, = Zad = a, = Z w(dy)ba,

dln dida=n

1
20. Divergence de Z —. HTE
p

Soient n € N* et (pg)ren- la suite strictement croissante des nombres premiers. On note:

(1) En développant le produit, montrer que pour tout n € N*, P, > H,,, avec (H,) la suite définie a
lexercice 5. En déduire que la suite (P,,),en+ diverge.
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(2) En utilisant des inégalités classique, conclure que la suite (I'y,)nen+ diverge, ou pour tout n € N*:

Ce résultat est du au brillant Leonhard Euler.

21. “Formule des deux Victors”. &

Déterminer une forme explicite de la suite définie par :

I : 1 —
(In)nGN* € C(RJHR)N* v n(x) i ’
VneN, Iiq:xe / I,,(t)dt
0

La formule obtenue s’appelle officieusement la formule des deux Victor, démontrée par Victor Lamarche
et Victor Kalfon durant leur année de sup au lycée Pierre de Fermat.
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“The greatest advantage in gambling lies in not playing at all.” - Gerolamo Cardano

3. Nombres Complexes

1. Formes algébriques. v
Soit 0 € [0, 27[. Mettre sous forme algébrique les nombres complexes suivants:
(1) 2= SF1 (2) 2= (2+19)* (3) (1+2i)° (4) z=1—¢'
2—-251
2. Formes trigonométriques. v
Mettre sous forme trigonométrique les nombres complexes qui suivent (avec a un réel de |0, Z[) :
(1) 21 =1-i 2) 2y = 1 VB —i A 1+ e
() 1+'L (3) 23—_1+Z\/§ ()1_6“1
3. Polynémes de Tchebychev. =

Soit n € N. Trouver tous les couples de polynomes (P,,Q,) & coefficients réels vérifiant pour tout
6 € [0,2n]:

P, (cos(0)) = cos(nh) et sin(8)Qy(cos()) = sin((n + 1)6)
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4. Carrés de N.

“H=

Soit (a,b) € N? tel que les deux peuvent s’écrire comme la somme de deux carrés. Montrer que ab

peut également s’écrire comme la somme de deux carrés et a’, n > 0 aussi.

5. Quelques systémes.

Résoudre les systemes suivants dans C? :

Tty=2 r+y=3+4i
(1) - 3) - ‘
Ty =2 xy = 5+ 157
rty=3i r+y=1+i
(2) N , (4) N
zy=—1-3i Ty =2

6. Quelques équations complexes.

(1) Résoudre dans C les équations suivantes :

e 22+ 2—(1+3i)=0

zZ4+1 zZ4+1 2 zZ4+1 3
o 1+ - )+ - )+ -] =0
z—1 z—1 z—1

e (1+2)=(1-2)?" neN

(2) Calculer le produit des solutions déterminées et non nulles de cette derniére équation.

7. Quelques sommes trigonométriques.

Soit (x,y) € R. Sous réserve d’existence, calculer les sommes suivantes :

oy (Z) cos(x + ky) 3 Y zg;((’;”)ﬂz

k=0 k=0
" cos(kx LI
2) I;) COSEJT)’2 W Dn= k:Z_n o

8. Une inégalité exotique.

Soit (21, ..., zn) € C™. Montrer qu’il existe (e1,...,6,) € {—1,1}" tel que:

n
E Ei %4
i=1

< V2 max |z
1<i<n

C *xQ
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Montrer également qu’il existe (41, ...,0,) € {—1,1}" tel que:

n 2 n
i=1 =1

9. Normes polynomiales. & Q=

Pour tout polynéme a coefficients complexes P € C[X] on note || P||2 la norme-2 de P:

d d
IPl2 = 4| lail?, avec P(X) =) a; X"
i=0 i=0
Montrer que 'on a toujours:
[1Pll2 < sup [P(z)]
|z|=1
10. Identité d’Euler (1). =

On souhaite montrer I'identité d’Euler ¢ = cos(#) + isin(f). On pose f : R — C I'application qui a
6 associe cos(f) + isin(f). Ecrire une équation différentielle vérifié par f et en déduire le résultat.

11. Triangles équilatéraux. =

Soit (21, 22,23) € C3. Montrer que (21, 22,23) forme un triangle équilatéral si et seulement si 'on a
Iégalité zf + z% + z§ = 2129 + 2923 + 2123

12. Principe de maximum polynomial (1). “HTE *x P

On dit que 2 C C est ouvert lorsque pour tout zg € €2, il existe un disque contenant zg inclus dans €2,
c’est a dire il existe € > 0 tel que D(zp,¢) :={z € C, |z — 29| < e} C Q. On note 99 le bord d’Omega:

0N ={2€C, Ve >0,D(2,e) NQ#D et D(z,e) NQ# B}
(1) Montrer que tout disque est ouvert, et expliciter son bord.

(2) Soit P un polynome a coefficients complexes et 2 un ouvert borné de C. Montrer que:

sup |P(z)| = sup [P(z)|
z€Q z€0Q

C’est le principe du maximum.

n
(3) Soit (z1,...,2,) € U™. Montrer I'existence d'un z € U tel que H |z — 2| = 1.
i=1
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13. Une somme binomiale. v &

Soit n € N*. Calculer:

2"2‘:1 <2p4i 1> (=1)"

p=0

14. Identité de Gauss (1). “Hi® P

Pour tout n € N*, on note p(n) = #{n Ak =1, 1 < k < n} la fonction indicatrice d’Euler. Soit
d e N*.

2mik N
(1) Soit w € Uy, avec w = exp ( 7:; ), 1 <k <d. A quelle condition sur k& a t-on:
(W) :={uw, €7} =T,
(2) Montrer que 'on a:
U, = |_|Vd, avec Vg := {w € U,, (w) =U4}

d|n

(Ici le symbole |_| signifie que 'union est disjointe)
(3) En déduire 'identité sommatoire de Gauss:

> ed)=n

d|n

15. Un téléscopage? v &

Soit n > 2. Simplifier le produit:

(%)

p=2

16. Un ensemble complexe. v &

1
On pose I' = {z eC*, z+-¢ R}. Montrer que I' = R* U U.
z

17. Carré du plan complexe. #o

Montrez que les points dont a, b, ¢ et d sont les affixes forment un carré si et seulement si on a :

a+c=b+deta+ib=c+id



EXERCICES DE MATHS SUP 31

18. Triangles de C. @ Q

Soit ABC un triangle. On construit le point M comme le centre du triangle équilatéral extérieur a
ABC dont [AB] est 'un des cdtés. De méme, on construit N et P & partir respectivement de [BC] et
[CA]. Montrer que MNP est équilatéral.

19. Théoreme de Tchebychev. Z Xk

Soit P € R[X] unitaire de degré n € N*. On note P = X" + a,_1 X" ! + .- + ag et p sa fonction
polynomiale associée. On nomme polynoéme cosinusoidal d’ordre n toute combinaison linéaire de fonctions
du type 0 — cos(kf) avec k € [0,n] et tel que le facteur devant 6 — cos(nf) (appelé coefficient dominant)
est non nul.

(1) Montrer que ¢ = p o cos est un polynéme cosinusoidal d’ordre n et déterminer son coefficient
dominant.

(2) Soit @ € [0,27[. On pose z = . Montrer que q(f) = 2~"h(z) o h est une fonction polynomiale
associée & un polynéme H € C[X] & déterminer. Que peut-on dire de son polynéme réciproque ?
Pour un polynéme R € R[X] de degré n, on définit son polynéme réciproque R = X"R(1/X)

(on inverse lordre des coefficients).

(3) On suppose maintenant que g est positif sur R. Montrer que les racines de H de module égal &
1 sont de multiplicité paire. Montrer que, pour tout z € U, les autres racines [ vérifient :

IO T et

(4) En déduire qu'il existe C' € R* tel que :
vV 6 €0,2n], q(0) =|C| H |z — af? H |z — B|?
|a|=1 0<|B|<1
En conclure le théoréme de Riesz : pour ¢ un polynéme cosinusoidal d’ordre n positif, il existe u
un polynoéme de degré n tel que, pour tout 0 € [0,2x[, () = |u(e?)|2.
(5) Montrer que |A,| < Ag, ol Ay, et Ag sont respectivement les coefficients dominants et constant de
q.

(6) Pour g pas nécessairement positif, montrer que |\, | < max . |q(#)| et en déduire le théoréme
de Tchebychev, affirmant que pour tout polynéme réel P unitaire de degré n > 1 associé a la
fonction polynomiale p, on a

20. Théoréeme de Marden. “H Q9 *P

Pour un triangle 7, on défini le polynéme Py comme le polynéme unitaire de degré 3 dont les racines
sont les affixes complexes des sommets de 7.

(1) Considérons f une homothétie du plan complexe exercant sur ce dernier une rotation d’angle
6 € [0,2n[, un étirement de coefficient r € R’ et une translation de 3 € C. Expliciter f.

(2) Soit un triangle 7. Quelles sont les racines de P}(T) ?
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(3) Considérons E Dellipse dont les foyers sont les racines de P et passant par le milieu des cotés
de T. Montrer que F est tangente en au moins un de ces milieu.

On admet que l’image de E par toute homothétie est une ellipse.

(4) On admet ce lemme de géométrie elliptique : soient une ellipse E de foyers Fy et Fy et A un
point hors de E. On note G; et Gz les points de F tels que (AG;) et (AG3) y sont tangentes.
Démontrons alors que £/} AG, = ZF,AG,.

Montrer alors que 'ellipse est tangente en tous les cotés de T .

Lellipse E tangente en les milieur des cotés d’un triangle T se nomme [’ellipse de Steiner relative
a T. Des résultats de géométrie affine nous permettent d’affirmer qu’elle est unique et nous venons de
montrer que ses foyers sont les racines de Pr-. C’est le théoréme de Marden.
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“The early study of Fuclid made me a hater of geometry.” - James Joseph Sylvester

4. Calcul matriciel

1. Un produit scalaire. v
Soit n > 1 et u € C, que l'on voit comme une matrice de M ,(R). Que dire si uT'd = 0?

2. Un produit matriciel. v
Soit M € M,,(R) et J la matrice ne contenant uniquement des 1. Calculer JMJ.

3. Théoréme de Cayley-Hamilton dans M5 (R). v Q

Pour tout M € M3(R) on pose:
A(M) = Tr(M)? — 4det(M)

(1) On pose Pour tout M € Ms(R), Py(X) = X2 — Tr(M)X + det(M). Montrer que Py;(M) = 0,
en convenant que si Q(X) = ¢ € R est un polynéme constant, Q(M) = cls.
(2) En déduire que M est inversible si et seulement si det(M) # 0.
(3) Montrer que si A(M) > 0 il existe (A1, A2) € R? tels que:
det(\ Iy — M) = det(Aply — M) =0

Indication: Comment choisir (A1, \a) en sachant que A(M) > 0...¢
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4. AB—- BA=1,. v &

Soit n > 1. Montrer qu'il n’existe pas de couple (4, B) € M, (R) tel que AB — BA =1I,,.

5. C comme sous corps de Ms(R) (1). “HE
Pour tout (a,b) € R, on pose:
a —b
S(a,b) = (b a )

(1) Pour tout (a,b,c,d) € R*, calculer S(a,b)S(c,d). Quelle propriété peut on en déduire?

(2) Que vaut S(a,b)S(a,b)T?

(3) Quand est-ce que S(a,b) est il inversible? Donner son inverse quand il lest.

(4) Pour tout n € N et 6 € [0, 27], calculer S(cos(d),sin(6))"

(5) En déduire S(a,b)™ pour tout n € N.
6. L’espace H. “HiE

On pose:

H = {(_ab Z) (a,b) e<c2}

Montrer que H est stable par somme, produit et par passage a 'inverse lorsque M € HN GLy(C)

7. Au(R) ® S,(R). S

Montrer que toute matrice de taille n > 1 peut s’écrire comme une unique somme d’une matrice
symétrique et antisymétrique.

8. Z(M,(R)). = %

Soit n > 1. Déterminer:

{A e M,(R), VB € M,(R), AB = BA}

9. AB=A+B. = %

Soit (4, B) € M, (R)? tel que AB = A + B. Montrer que A et B commutent.
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10. Somme de matrices inversibles. v 9

Montrer que tout élément de M,,(R) s’écrit comme la somme de deux matrices inversibles.

11. Une condition d’inversibilité (1). v

Soit U,V deux matrices colonnes de méme taille a coefficients dans C. Calculer les puissances succes-
sives de UVT et VTU. En déduire qu'une matrice dont les colonnes ou les lignes sont linéairement lides
deux a deux n’est pas inversible.

12. C comme sous corps de Ms(R) (2). “H1E

On va construire C a partir des matrices de Ms(R). Pour ce faire, on pose ¢ : C — M3 (R) tel que
pour tout (a,b) € R%:
¢(a+ ib) = S(a,b)

Avec S(a,b) la matrice définie a I’exercice 5.

(1) Montrer que ¢ est bijective de C dans {S(a,b), (a,b) € R?}

(2) Montrer que ¢(z122) = ¢(z1)d(22) pour tout (z1, 22) € C% et que ¢(21 + 22) = ¢(21) + ¢(22)
(3) Que vaut ¢(i) ? Comment se traduit la relation 2 = —1 dans I’ensemble des matrices S ?
(4) En déduire des question précédentes S(cos(f),sin(6))™ pour 6 € [0, 27| sans récurrence.

On dit que C et {S(a,b), (a,b) € R?} sont isomorphes et que ¢ établi un

13. Matrices triangulaires telles que ATA = AAT. #

Soit A une matrice triangulaire qui commute avec sa transposée. Montrer que A est diagonale.

14. Matrice de Fourier. “HE

2mi —
Soit n € N*. On pose { = exp <W> et F = ((ke)ogk’ggn,l. Calculer FF*t, ou FT = F' oest la
n
transconjuguée. En déduire une matrice dont I'inverse est sa transconjuguée.

C’est la matrice de Fourier.

15. Matrices nilpotentes (1). v &

On dit qu’une matrice M € M,,(C) est nilpotent lorsqu’il existe p > 0 tel que MP? = O,,. Montrer que
si M est nilpotent, alors I, — M est inversible et exprimer son inverse.
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16. Matrices de permutation. v &

Soit n € N*. On pose &,, 'ensemble des bijections de [1,n] — [1,n] (appelés permutations a n
éléments). Pour tout o € &, on pose Py = (J; (;))i,jen, ou 0 est le § de Kronecker.
(1) Montrer que G = {P,,0 € &,,} C GL,(Z).
(2) Montrer que I,, € G, que G est stable par multiplication et par passage a l'inverse. On dit que
(G, X) est un groupe.

17. Suites inter-dépendantes. # 9

Soit (ug,vo) € R?, et pour tout n € N on pose:

Up4+1 = —4u, + 20,
Upg1 = — Uy + DUy,

On note I' = {<un>’ ne€N}et D:T' =T tel que:
Up
wmen (M) = ()
Un Un+41
(1) Trouver une matrice A € Ms(R) tel que pour tout v € T on ait D(vy) = Ay
(2) Calculer:

1 (21
P APauvecP—(7 1

(3) En déduire les expressions explicites de (u,) et (v,).

18. Suites arithmético-géométriques (2). & Q9

Soit (a,b) € R2, ug € R et pour tout n € N on pose Up41 = al, +b. On va déterminer une forme
explicite de la suite (u,,) en utilisant le calcul matriciel.

(1) Traiter le cas a = 1.

(2) On suppose désormais que a # 1. On pose (v,) = (b)nen et on adopte les notations de Uexercice
précédent. Déterminer la matrice A correspondante.

(3) Calculer:

1 (1 1
P APavecP-(O 1—a

(4) En déduire une expression explicite de (u,). A quelle condition(s) est-ce que (u,) est bornée?
Convergente? Vers quelle limite?

19. Image inverse d’une matrice inversible. v &

On définit pour tout x € R la matrice M(z) € M,,(R) dont les coefficients diagonaux sont égaux & x
et les autres & 1 (on peut donc parler de I'application matricielle M : R — M,,(R)). Calculer M (a)M (b)
pour tout couple (a,b) € R? et en déduire M ~(GL,(R)).
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“Logic is the foundation of the certainty of all the knowledge we acquire.”
- Leonhard Euler

5. Fonctions réelles

1. Vairiations de la fonction W-Lambert. &

Soit W : [~1/e, +00[— R vérifiant pour tout z > —1/e la relation W (z)eV'(®) = 2. Déterminer les
variations de la fonction W. C’est la fonction W-Lambert.

2. Composées de fonctions monotones. v

Soit f: R — R tel que f o f est croissante et fo fo f est strictement décroissante. Montrer que f est
décroissante.

3. Symétries et graphes. #

Soit f : R — R une fonction telle que son graphe admet deux centres de symétrie. Montrer que f est
la somme d’une fonction périodique et d’une fonction affine.

4. Formules hyperboliques. v

On va étudier quelques identités des fonctions hyperboliques. Soit donc (z,y) € R2.
(1) Exprimer cosh(z £ y) et sinh(z &+ y) en fonction de cosh(z), cosh(y), sinh(z), sinh(y).
(2) En déduire une formule pour tanh(z + y).



38 JACQUES J. TARR, VICTOR M. KALFON, GABRIEL T. MURILLO

(3) Montrer que pour tout (z,y) €] — 1,1[?:
T+Y
142y

6] -1 1[
(4) Montrer que pour tout n € N:

(cosh(z) + sinh(x))"™ = cosh(nx) + sinh(nz)

5. Produit hyperbolique. v &

Soit € R et n € N*. Simplifier 2" H cosh (2%)
k=1

6. Un théoréme amusant. Q P

Soit A C R de cardinal 13. Montrer qu’il existe (a,b) € A? vérifiant:

—b
0< 272 <o V3
1+ ab

7. Quelques calculs trigonométriques. #

Simplifier les expressions suivantes lorsqu’elles ont un sens:

(1) sin(arccos(z)) (4) tan(arccos(x)) 1 — tan(z)? arctan 1tz

(2) cos(arcsin(z)) (5) cos(arctan(x)) Q 1+ tan(x)? (8) axct <1 - :c)
(3) tan(arcsin(z)) (6) sin(arctan(z))

8. Inégalités fondamentales. HTE Xk

On va montrer quelques inégalités fondamentales.

(1) Montrer que pour tout |z| < g:

2 .
—lz] < |sin(z)] < |2] < |tan(z)]
Et expliquer avec un dessin pourquoi les deux derniers inégalités sont vrai.

(2) En déduire que lim sin(z) =1

1 On pourra raisonner géométriquement et utiliser la question
rT—r X

précédente...

2 1
(3) Montrer que pour tout z € [0, g[, x < 3 sin(x) + 3 tan(z).

(4) Montrer que pour tout z €]0, g]’ cos(z) < (sm(w))
x
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9. Une série trigonométrique. & Q X

Pour tout n € N on pose:

. 1
Sn = Z arctan <]_-|—k-|—kz)

k=0
La suite (S,) converge-t-elle? Si oui déterminer sa limite.

10. Aire d’un cercle. # 9

On va montrer que ’aire d’un cercle de rayon R > 0 est mR2.
3
T x
(1) Montrer que pour tout z € [0, 5[, T- = < sin(z) < 2.

(2) Montrer que Paire d’un cercle de rayon R noté A vérifie:

—— = lim nsin T
2RZ  n-oo (%)
(3) Conclure.

11. fo f =1dg. #

Soit f : R — R croissante tel que f o f = Idg. Montrer que f = Idg.

12. Un calcul intégral. & QLT

Soit k € N.
1
(1) Calculer / ¥ In(z)
0
(2) En déduire que:

11 2
[ o)
o r—1 6

On pourra utiliser le résultat de l’exercice 14 du chapitre 2.

13. Produit trigonométrique. # Q

Calculer le produit:

de deux manieres différentes.
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14. Calcul de produit. foa)

(1) Montrer que pour tout z > 0, z — — < In(1 + z) < z.

(2) En déduire la valeur de:

— k
s I1(1+ )

15. Calcul de cos (110) 0 LT

Déterminer la valeur exacte de cos (110)

16. Somme hyperbolique. #o

Calculer pour tout n € N et tout (a,b) € R? les sommes suivantes :

C, = Z cosh(a + bk) et S, = Z sinh(a + bk)
k=0 k=0

17. Calcul de lim (1+f)". &
n

n—oo

(1) Montrer : V z € ]0,4o00[, In <1 + 1) < #
x z(x+1)

1
<nln <1 + >
nx

S

1
(2) Montrer qu'il existe « €]0, 1] tel que pour tout n € N*| : V z € |a, +o00[, — —
x

(3) En déduire : V 2 € [0,1], lim (1 + f) =e”
n n

—+00

18. Inégalité factorielle. # 9

Montrer par une étude de fonction 'inégalité suivante :

VneN, nl < (”;1>
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19. Point fixe de Banach-Picard. HTE X LT

Soient K € [0,1] et f : [a,b] — [a,b] une fonction K-Lipschitzienne, c’est a dire telle que :

V2, € [a, 0%, [f(z) = f(y)] < K|z —y]

(1) Montrer que f admet un unique point fixe 2 € [a,b]. C’est le théoréme du point fize de
Banach-Picard

(2) En déduire la convergence de toute suite définie par ug € [a,b] et pour tout n > 0, up+1 = f(uy)
et déterminer la limite.

(3) Montrer que les deux premiers résultats subsistent si on suppose seulement que f vérifie:

(@, y) € a,b%, [f(z) = F(y)| < |z —yl



42 JACQUES J. TARR, VICTOR M. KALFON, GABRIEL T. MURILLO

“Cauchy is mad, and there is no way of being on good terms with him, although at
present he is the only man who knows how mathematics should be treated. What he
does is excellent, but very confused...” - Niels Henrik Abel

6. Théorie des groupes

1. Un groupe abélien. v

Soit G un groupe tel que ¢ : g — g2 est le morphisme trivial. Montrer que G est abélien.

2. LCI * tel que (P(E),*) soit un groupe. #

Soit F un ensemble non vide. Munir P(E) d’une loi de composition interne ¢ qui fait que (P(E), )
soit un groupe abélien.

3. Intersection et unions de sous groupes. “H1E

Soit G un groupe, H, K deux sous groupes de G.

(1) Montrer que H N K est un sous groupe de G.

(2) Montrer que H U K est un sous groupe de G si et seulement si H C K ou K C H.

4. Groupes ayant un nombre fini de sous groupes. #
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Soit G un groupe qui n’a qu'un nombre fini de sous groupes. Montrer que G est fini.

5. LCI (*) tel que (] — 1,1[,%) = (R, +). “H 1=

Soit G un groupe et E un ensemble non vide. Soit f : G — E est une bijection.

(1) Montrer que la loi * définie sur E de la maniére suivante:

V(z,y) € B, wxy=f(f7 (@)f ()
munit £ d’une structure de groupe isomorphe & G.

(2) En déduire une loi () qui rend | — 1, 1] isomorphe & (R, +).

6. Théoréme de Lagrange. T

Soit G un groupe fini et H un sous groupe de G.

(1) Montrer que la relation R définit de la maniére suivante définit une relation d’équivalence sur G
et déterminer les classes d’équivalence:

Y(z,y) € G?, 2Ry <= zy ' € H

(2) En déduire que le cardinal de H divise celui de G. C’est le théoréme de Lagrange, qui est
absolument fondamental et qu’il faut impérativement savoir utiliser.

7. Isomorphismes. fia)

(1) Montrer que (R, +) n’est pas isomorphe a (R*, x)
(2) Montrer que (C*, x) est isomorphe & U x R* pour une loi a déterminer.

(3) Soit F' un groupe fini. Déterminer tous les morphismes de (Q, +) dans F'.

8. Caractérisation des sous groupes de (R, +). =T %

On dit que X C R est dense dans R lorsque pour tout intervalle ouvert I de R, I N X # ().

(1) Montrer que Q est dense dans R.

(2) Soit G un sous groupe de (R, +). En considérant o = inf(G' N R ), montrer que G est ou bien
dense dans R, ou bien de la forme oZ.

(3) Montrer que {cos(n), n € N} est dense dans [—1, 1].

(4) Montrer que {sin(n), n € N} est dense dans [—1,1].
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9. Sous groupe dense de U. fia)

Soit V = U U,,. Montrer que (V, x) est un groupe dense dans U.
neN

10. Introduction a O0,(R) et SO, (R). H1E

Soit n € N*. On note O, (R) := {M € GL,(R), M~1 = MT}.

(1) Montrer que (O, (R), x) est un sous groupe de GL,,(R). C’est le groupe des matrices orthogonales.

(2) Montrer que 'application déterminant est un morphisme de groupe sur O, (R) & valeurs dans un
groupe a déterminer.

(3) On définit SO, (R) comme la plus grande partie de O, (R) telle que det(SO,(R)) = {1}. Montrer
que SO, (R) est un sous groupe de O, (R). C’est le groupe spécial orthogonale, parfois noté
O} (R).

(4) Déterminer les sous-groupes finis de SO3(R) et leur donner une interprétation géométrique.

11. Un sous groupe de M, (R). @ Q

Soient n € N* et G un sous-groupe de M,,(R) différent de {0}. On suppose la propriété suivante :

VMeG, VABEM,(R), AMBEG

Montrer que G = M, (R).

12. Sous groupes distingués. #o

Soit G un groupe. On dit qu'un sous-groupe H de G est distingué (ou normal) si gHg~! C H pour
tout g € G. On note alors H < G.

(1) Dans le cas ou G est abélien, déterminer ses sous-groupes distingués.

(2) Soit H un sous-groupe de G. Montrer que K = m gHg ' < G.
geG

13. Sous groupes bornés de (C*, x). v &

Montrer que tout sous-groupe borné de (C*, x) est un sous-groupe de (U, x).
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14. La signature. & 9

(1) Soit n € N*. Déterminer les morphismes de (&,,,0) dans (C*, x).

(2) En déduire la formule de la signature: pour tout o € &,,:

E(O’) — H U(Z) _ 0(])

P
i<j J

15. Stabilisateurs de parties. v &

Soit (G, *) un groupe et A C G. On définit ’ensemble des stabilisateurs & droite de A comme suit :

Si(A):={g€ G, Ag= A} on,pour g€ G, Ag={axg, a € A}

On définit de maniére similaire 'ensemble des stabilisateurs a gauche de A, noté S, (A).

(1) Montrer que S4(A) et Sy(A) sont des sous-groupes de G.
(2) Que dire de Sy(S4(A)), Sa(Sa(A)), Sa(S4(A)) et Sy(Sa(A)) ?

(3) Montrer les équivalences suivante :

A< G <= S,(A)=AouSy(A) = A <= S,(A) = Sy(A) = A

16. Sous groupes triviaux. #

Que dire d’un groupe G dont les seuls sous-groupes sont G et {e} ?

17. Ordre de (S,,0). HiE

Montrer que (S,,0) est un groupe engendré par les transpositions du type (k k4 1) avec k € N,,_1.

18. Centre d’un groupe. “H 1=

Soit G un groupe. On rappelle que Z(G) ={g € G | V¥ z € G, gx = xg} se nomme le centre de G.
(1) Montrer que Z(G) est un sous-groupe distingué abélien de G.
(2) Montrer que tout sous-groupe de Z(G) est un sous-groupe distingué abélien de G.

(3) Montrer que Z(G) est stable par tout morphisme surjectif de G sur G.
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19. Isomorphisme entre (Q,+) et (Q*, x). Q

Les groupes (Q,+) et (Q*, x) sont-ils isomorphes ?

20. Sous groupe de §,,. v &

Soient n € N* et r € N,,. On définit I’ensemble suivant :

F={0€S,|N, est stable par o}

Montrer que F' est un sous-groupe de S,, et vérifier le théoreme de Lagrange dans ce cas précis.

21. Noyau d’un morphisme. “H 1=

Soit G un groupe cyclique engendré par a d’ordre n. On pose 7 € N et 'application définie par :

f:{G%G

T +— x"

1) Montrer que f est un morphisme de G dans lui méme.

(1)

(2) Déterminer ker(f) :={z € G, f(z) =eqg}.
(3) Déterminer I'image de f.
(4)

4) Soit y € G. Combien de solutions y a-t-il a ’équation f(z) =y ?

22. Orthogonalité des caractéres. “H & LT

Soit G un groupe fini, f € hom(G,C*). Calculer Z f(g)
geG

23. Théoréeme de décomposition de groupes abéliens. QD * i

Soit G un groupe abélien fini de cardinal n > 2. Un morphisme y : G — C* est appelé un caractere.

(1) Déterminer les caracteéres dans le cas ou G est cyclique.

(2) Soit H un sous groupe de G qu’on ne suppose plus cyclique. Montrer que tout caractere de H se
prolonge en un caractere de G.

(3) Montrer l'existence de (dy, ..., d,) € (N*)" vérifiant dy|dz|...|d,, et:

G= ﬁl (Z/ diZ)
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Merci Mr. Tosel !

24. Théoréme des 5/8. D * i

Soit G un groupe non abélien fini. Montrer que la probabilité que deux éléments de G commutent est
majoré par 5/8. Est-ce que cette borne est optimale?

25. Premier théoréme d’isomorphisme. “H 1=

Soient G, F' deux groupes et ¢ : G — F' un morphisme de groupes.

(1) Montrer que ker ¢ <G. En déduire que 1'on peut munir G /ker 0 d’une loi de composition interne

qui lui confere un structure de groupes tel que la projection canonique 7 : G — G /ker 0 soit un
morphisme de groupes:

mg gkery

(2) Montrer que G/kergo = Imep. C’est le premier théoréme d’isomorphisme, et se résume avec le
graphique suivant:
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“Men die, but their deeds abide.” - Augustin Louis Cauchy

7. Suites

1. Quelques suites.

Soit « € R et f : [0,1] — C continue. Etudier les suites suivantes:

Y B
k=1 neN* k=1 neN
@ (5 (4) (14 1)~ 1)

2. Formule de Dirichlet.

2mo

Soit z € R. Que vaut lim lim cos(mnlz)
n—o0 mMm— o0

3. Conditions arithmétiques.

Soient a, b, c et ¢ quatre réels vérifiant :

e a,b et c sont trois termes consécutifs d’une suite géométrique de raison gq.

e a,2b et 3c sont trois termes consécutifs d’une suite arithmétique de raison gq.
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Déterminer les valeurs possibles du quadruplet (a, b, ¢, q).

4. Interpolation finie. v &

Déterminer une forme explicite d’une suite (uy,)nen vérifiant :
’11,1:17 U2:2, ’LL3:3, U4:4, Uy = T

On demande de plus que la fonction f déterminée telle que w,, = f(n) soit continue et usuelle (on ne
triche pas avec des indicatrices ou des paramétrisation par segments).

5. Boucles dans C. v

Soit z € C. Etudier la suite ("%),cn.

6. Deux suites entrelacées. a

Soient a < b deux réels positifs. On considére les deux suites (uy,)nen €t (U )nen définies par récurrence
comme suit :

Uy + U
up=a, vo=">b, VneN, u,i1 = u,v, et v, = %
Etudier ces deux suites.
7. Une suite dense dans U. & QLT
3+4i\"
Montrer que la suite <( i z) > est dense dans U.
5 neN*
8. Densité de Q dans R. v &

(1) Montrer que Q est dense dans R.

(2) Soit (pn) € Q" tel que lim Pn_y ¢ Q. Montrer que les suites (|p,|) et (|gn|) divergent.

an
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9. Suite convexe. a

On considere une suite réelle (u,)nen vérifiant:

Vne Na 2un+1 < Un+2 + up,

(1) En interprétant la suite (up+1 — Un)nen comme la “dérivée” de (uy,)nen, comment pourrait-on
qualifier la suite (uy)nen ?

(2) Supposons (uy,)nen bornée. Montrer que sa dérivée converge et en déduire que (uy,),en converge.

10. La suite (F,) (2). “HE

On définie la suite de Fibonacci comme suit :

FO:F1:17 V’RGN, Fn+2:Fn+1+Fn

(1) Montrer : Vn €N, F,F,4o — F2,; = (—1)". Simplifier alors la somme suivante :

—
ZFFk+1

k=0 F

n

(2) Montrer que F,, = Z ( P ) pour tout n € N.
p=0 nep
Fn+l

(3) Déterminer un forme explicite (sans somme) de F), ainsi que lim
n—oo

n

(4) Que peut on en déduire d’apres la question 2 de lexercice 17 de ce chapitre ?

11. Limites infimum et supremum. o=

Soit (n)nen € RY une suite bornée. On définit pour tout n € N:

ap, = inf {ux} et B, = sup{ug}
k>n k>n

(1) Montrer que (av,) est croissante et que (8,,) est décroissante. En déduire qu’ils convergent.
(2) En raisonnant par 'absurde, montrer qu’il existe une sous suite de (u,,) qui converge.

(3) On note a = liminfw, = lim «, et 8 =limsupu, = lim S,. Déterminer «, § lorsque:
n—oo n—oo
e (uy,) converge

o (un) = ((=1)")nen

(4) Montrer que (u,) converge si et seulement si o = .
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12. Suites moyennables. = %

1 n
On dit que u = (uy)nen € RY est moyennable si la suite <+1 E uk> converge, et on appelle
n
k=0

neN
sa limite la moyenne de u, notée E(u). On note € I'ensemble des suites moyennable de RY.

(1) Montrer que tout suite convergente est moyennable. Quelle est la moyenne d’une suite conver-
gente?

(2) Montrer que (£2,+) est un groupe, et que E : Q — R définit ainsi un morphisme de groupes.
(3) On note Qz = QN ZN. Montrer que (Qz,+) < (€2, +) et déterminer son image par E.
On s’intéresse désormais aux parties de A C N dont la fonction indicatrice est moyennable. On dit
qu’une telle partie admet une densité dans N, et que sa densité est 6(A) = E(14).

(4) Montrer que ’ensemble:

oo
A — U H22k, 22k+1|I
k=0
n’admet pas de densité dans N.
(5) Soit A C N. Montrer I'implication:
1 "
Z - converge = A admet une densité et §(A4) =0
a€AN[1,n] a neN
Est-ce que la réciproque est vraie?
13. Lemme de Fekete. =T % x

Soit (un)nen une suite sous additif, c’est a dire qui vérifie pour tout (m,n) € N2, w10 < U + U
Quelle est la nature de la suite (uy,/n)pen«?

14. Valeurs d’adhérence. Q @ Ly

Pour une suite (u,,) € RY, on appelle valeur d’adhérence de u tout élément o € R pour lequel il existe
une sous suite de (u,) qui converge vers «.

Soit (un) € RN telle que Un 41 —u, — 0. Montrer que 'ensemble des valeurs d’adhérence de (u,)nen
n— oo

est ou bien vide ou bien un intervalle.

15. Complétude. = %

On appelle espace métrique tout ensemble E muni d’une application permettant d’évaluer la distance
entre deux éléments. Une telle application d, logiquement appelée distance, vérifie :
o V (x,y) € E?, d(z,y) =0 <= x =y (séparation)
o V (z,y) € E?, d(x,y) = d(y,x) (symétrie)
oV (z,y,2) € B3 d(z,z) < d(z,y) +d(y, z) (inégalité triangulaire)



52 JACQUES J. TARR, VICTOR M. KALFON, GABRIEL T. MURILLO

On dit d’une suite (u,)nen d'un espace métrique (E, d) (c’est & dire muni de la distance d) qu’elle est
de Cauchy lorsqu’elle vérifie :

Ve>0,3INeN, Vp=N, g= N, dlup,uy) <e

C’est a dire que les termes de la suite se rapprochent les uns des autres. Dans les ensembles classiques,
comme R ou C, on pose souvent |.| : (z,y) — |z — y| (& interpréter comme un module).

(1) Montrer qu’une suite de (R, [.|) converge si et seulement si c’est une suite de Cauchy. On dit
alors que (R, |.|) est complet.

(2) Montrer que (C,|.]) est complet.

(3) La propriété de complétude nécessite que la suite de Cauchy converge et que sa limite appartienne
a I’ensemble considéré. Donner un exemple d’ensemble réel non-complet.

1l est important de comprendre que la notion de complétude dépend de la distance utilisée, c’est pourquot
elle est toujours précisée.

16. Une suite qui converge vers . & P LT

Etudier la suite (uy,)nen< définie par récurrence comme suit :

sgn(sin(uy))

vV n e N¥, Up4+1 = Up + on

Ici, sgn désigne la fonction signe, valant —1 sur R* , 1 sur R} et 0 en 0.

17. Critére de d’Alembert (1). “H 1=

Soit (u,) une suite réelle. On suppose lexistence de £ > 0 et £ # 1 tel que:

unJrl
Un

lim =/
n—oo

(1) Déterminer la nature de (u,,) en fonction de la valeur de £.

(2) Montrer que "+/|u,| =3 ¢

o\ 7
(3) En déduire lim et lim ( n)

n—oo /n n—oo \ N

18. Quelques ensembles dénombrables. *

(1) Soit (Ey)nen une suite d’ensembles tous infinis dénombrables (c’est & dire en bijection avec N).

Montrer que U E,, est infini dénombrable.
neN

(2) Montrer que I’ensemble des suites d’entiers nulles & partir d’un certain rang est infini dénombrable.
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19. Une suite qui vérifie p|u, pour p premier. & * =

On pose ug =4, u; = ue = 0 et ug = 3 et pour tout n € N, w14 = Uy, + up+1. Montrer que pour tout
p premier, plu,.

20. Espace complet général. fia)

On reprend les définitions de l'exercice 15 de ce chapitre. On consideére donc (E, d) un espace métrique
et une partie A dense dans E. On suppose que toute suite de Cauchy de A converge dans E (c’est une
sorte de complétude relative & F).

Moutrer alors que (E,d) est complet.

21. Valeurs entiéres de (H,). “HiE

Montrer que H,, est entier si et seulement si n = 1.

n

1
On pose pour tout n > 1 H, = Z =
k=1

22. Un lemme de densité omniprésent. # QTP LT

Soit (uy,), (v,) deux suites réels croissantes, tendant vers linfini tel que w11 — ty, —3 0.

(1) Montrer que I'ensemble {u,, — v,,, (n,m) € N?} est dense dans R.

(2) Quelques oraux X/ENS trivialisés par ce lemme: Soit f: Ry — R croisant, tendant vers l'infini
Tr—r0o0

tel que f'(z) —= 0. Montrer que '’ensemble {cos(f(n)), n € N} est dense dans [—1,1].

(3) Soit 1 > > 0. on pose Q5 = {{n’}, n € N} avec {z} la partie décimale de x. Montrer que s
est dense dans [0, 1].
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“It is mot knowledge, but the act of learning, not the possession of but the act of getting
there, which grants the greatest enjoyment.” - Carl Friedrich Gauss

8. Arithmétique

1. Quelques résultats arithmétiques. v &

(1) Montrer que pour tout n € N*, n?|(n+1)" — 1

(2) Montrer que n* — n? est toujours un multiple de 12.

(3) Montrer que tout entier supérieur ou égal & 7 peut s’écrire comme la somme de deux entiers
strictement plus grands que 1 et premiers entre eux.

(4) Soit p > 5 premier. Montrer que p? — 1 est toujours un multiple de 24.

2. Formule de Legendre. “HiE

On fixe p un nombre premier, et on note v, la valuation p-adique. Soit n € N*.

(1) Montrer que le nombre d’éléments j € [1,n] dont la valuation p-adique est au moins k € N est

i

(2) En déduire la formule de Legendre:

=53]

=1

(3) Combien de zéros y’a t-il a la fin de P’écriture de 100!?
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3. Petit théoréme de Fermat. “H T

Soit p un nombre premier.
-1
(1) Montrer que pour tout k € [1,p — 1], k(i) — p<i } 1>

(2) En déduire que pour tout (a,b) € Z, (a + b)P = a? + bP[p]

(3) Montrer alors que pour tout a € Z, a? = a[p]

4. Existence d’entiers tels que 2" = n[p|. “ Q

Soit p un nombre premier. Montrer qu’il existe n € N tel que 2" = n[p].

5. Théoréeme d’Erdos-Kalmar. HET p

On souhaite montrer le résultat suivant, due a Erdos et Kalmar en 1939:

Le produit des nombres premiers plus petit qu’un n > 1 est toujours plus petit que 4"

On note alors ce produit H p, avec l'indexation par p ne concernant que les nombres premiers.
psn

2 1
(1) Montrer que pour tout n € N, ( n > <4"
n

. 2m +1
(2) Montrer également que pour tout m € N, H p| ( m >
m+1<p<2m+1 m

(3) En déduire le résultat.

6. Identité d’Euler (2). “HiE

On note ¢ : N* — N l'indicatrice d’Euler. Soit n € N*.

X
(1) Montrer que ’ensemble des inversibles modulo n, noté (Z / nZ) , est un groupe abélien pour la

multiplication. On note ce dernier €,, pour simplifier I’écriture.

(2) Soit a € Q,,. Montrer que ¥ : Q,, — €, est une bijection bien définie:

P k— ak

(3) En déduire le théoreme d’Euler: pour tout a € Q,, a¥™ = 1[n]. En déduire une nouvelle
démonstration du petit théoreme de Fermat.
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7. Identité de Gauss (2). H1E

On note ¢ : N* — N l'indicatrice d’Euler. Soit n € N*.

(1) Montrer que:

Un:HVd

d|n

Avec [] qui signifie union disjointe et pour tout d|n, V4 = {w € Uy, (w) = Ug}.

(2) En déduire la formule de Gauss:

D ed)=n

d|n
8. Théoréme de Wilson. #H kT
Soit p € N*. Montrer que p est premier si et seulement si (p — 1)! = —1[p].
9. Identité d’Euler. ©HTE

On note ¢ : N* — N l'indicatrice d’Euler. Soit n € N*. On va montrer de deux manieres différentes
I'identité:

)

Avec H le produit sur les nombres premiers divisant n.

pln

Méthode 1:

(1) Montrer que pour (k,?) € (N*)2, kAl =1= ¢(kl) = p(k)p({)
(2) Pour p un nombre premier et k > 1, calculer op(p*).

(3) Conclure.

Méthode 2:

Soit X une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur [1,n]. Pour tout m € [1,n], on note A,,
Pévénement “m|X”

(4) Montrer que si (k,£) € [1,n]? sont deux diviseurs de n et kA ¢ = 1 alors les événements Ay, et Ay
sont indépendants. Montrer que si ’on considére encore plus d’éléments deux a deux premiers
entre eux qui divisent n alors les événements sont mutuellement indépendants.

(5) Montrer que @ =P(X An=1).

(6) Conclure.
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10. Résidus quadratiques mod p. HTE Xk

Soit p un nombre premier. On note F, = Z/pZ et I} les inversibles de IF), & savoir F,\{0}. On note
Q, ={k €F;, 3¢ € F};,(* = k} 'ensemble des carrés de F5.

(1) Montrer que (Q,, X) est un groupe.

(2) Montrer que ({—1,1}, x) < (F5, x) et que:

Fp/{_l,l} ~Q,

(3) En déduire qu'’il y a exactement P~ " carrés dans Fy.

. . . p—1
(4) Montrer que z est un carré dans I si et seulement si x = = 1.

11. Puissances entiéres.

#
Soit (a,b,c,n) € (N*)* tel que a Ab=1 et ab= c". Montrer : 3 (o, 3) € (N*)2, a = a" et b= 3",
12. PGCD de valeurs polynomiales. & 9
Soient P € Z[X] de degré n € N* et d = /\ P(k). Montrer : V p € Z, d|P(p).
k=0
13. Petit théoreme de Fermat version matricielle. # %k 1@
Soit n € N*.
(1) Montrer que pour tout p premier, (A, B) € M,,(Z)?, Tr((A + B)P) = Tr(AP) + Tr(BP)|p]
(2) En déduire que pour tout A € M,,(Z) et p premier, Tr(AP) = Tr(A)[p]
14. Théoréme de Bertrand. s QP *

On souhaite montrer le postulat de Bertrand, aussi appelé théoreme de Tchebychev:
Pour tout n > 1 il existe un nombre premier p tel que n < p < 2n

(1) Montrer que le postulat de Bertrand est vrai pour 2 < n < 630. On pourra considérer la liste de
nombres 2,3,5,7,13,23,43,83,163,317 et 651.

On suppose désormais que n > 630.
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(2) On pose:

Avec la somme étant prise sur les nombres premiers inférieurs a x. En admettant le résultat
de lexercice 5 de ce chapitre, montrer que pour tout = > 0, 6(z) < 2z1n(2)

4m 2
(3) Montrer que pour tout n € N, — < ( n)
2n n

2
(4) Pour tout p premier, on pose R(p,n) la valuation p-adique de < n) On pose:
n

P = H pR(p,n)’ Py = H pR(pm)’ Py = H pR(p’n), P, = H pR(p’n)

p<V2n \/2n<p§% 2%<;D<n n<p<2n

Montrer que si P, > 1 alors le postulat de Bertrand est vrai.

(5) En utilisant la formule de Legendre, montrer que:

(6) De maniére analogue, montrer que:

Py <4% et Py=1
s 4%
(7) En déduire que P4 > W

(8) Conclure. On rappelle que n > 630 et on pourra poser 2n = 2%t et remarquer que t > 5.

15. Théoreme de Kiirschak. PR

1 1 1 1
Soit m € N* et n € [m + 1, +o0]. OnnoteHmn:——i—i—l—...—i—f:Za
' m m+1 n k::mk

(1) Onnote a = max{va(j), j € [m,n]}. Montrer qu’il existe un unique k € [m, n] tel que v2(k) = a.

(2) En déduire que Hy, , n’est jamais entier.

16. IMO 1988 probléeme 6. # ¥k K D
2 b2
Soit a, b des entiers naturel vérifiant ab + 1]a® + b%. Montrer que T ab est un carré.
a
17. Un exercice de Putnam. # P

. . . . . +
Soit p un nombre premier. On souhaite montrer qu’il y a au moins b

p—1
D ,YZ kln®.
k=0

éléments n € F, tel que
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-1
Montrer que le probleme est équivalent a montrer qu’il y a au plus L éléments n € [1,p — 1]
p—1
tel que Z Eln® = 0[p]
k=0

-1

Montrer que le probleme est équivalent a montrer qu’il existe au plus p éléments n € [1,p—1]

p—1
tel que Z % = 0[p]. On pourra librement mobiliser les théorémes de Wilson (Exercice 8) et le
k=0

petit théoréme de Fermat.

p—1
X
On pose P(X) = g T et Q(X) = P(X)— X+ XP. Montrer que P admet au plus p— 1 racines
k=0 "
dans F;. Montrer que ses racines sont toutes doubles a 'aide de .

Conclure.

18. Sous groupes de U,. v &

Soit m,n deux entiers naturels plus grandes que 1.

(1)
(2)

Trouver un entier k£ € N tel que U,, NU,, = Uy,
Que dire de (U,, UTU,)?

19. Théoréme des restes Chinois. “H 1
Soit mq,...,m, des entiers supérieurs a 2 et deux a deux premiers entre eux et ai,...,a, des entiers
quelconques.

(1)

(2)

Montrer que:

p
Dz ="/
miZ = my X ... X mpZ
=1

On pourra procéder par récurrence.

En déduire qu’il existe un unique solution modulo M = my X ... X m, au systeme suivant:
P Y

x = ap[m4]
T = ag[ms]
T = ap[my)
Et expliciter une telle solution.
20. Nombres premiers de la forme 4n + 3 et 4n + 1. & Q X LT

(1)
(2)

Montrer qu’il y a une infinité de nombres premiers de la forme 4n + 3

Montrer qu’il y a une infinité de nombres premiers de la forme 4n + 1
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“My [algebraic] methods are really methods of working and thinking; this is why they
have crept in everywhere anonymously.” - Emmy Noether

9. Anneaux et corps

1. Principalité de K[X]. v

Soit K un corps quelconque.

(1) Montrer que Panneau (K[X], +, x) est un anneau principal.

(2) A quelle condition est-ce qu'un idéal de K[X] est il maximal?

2. Entiers de Gauss. “H1E

On note Z[i] = {a+ib, (a,b) € Z} appelé les entiers de Gauss et on note ¢(z) = |z|? pour tout z € Z[i].
(1) Montrer que (Z[i],+, X) est un anneau.

(2) Qui sont les inversibles parmis les entiers de gauss?

(3) Montrer que pour tout (s,w) € Z[i]? avec w # 0, il existe (q,r) € Z[i]? tel que s = wq + r avec
p(r) <pw)

(4) En déduire que 'anneau des entiers de Gauss est principal.

3. Un anneau principal. # 9

a
Soit p un nombre premier. Montrer que Q = {n, (a,n) €Z x N } est un anneau principal.
p
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4. Idéaux maximaux. 9

(1) Montrer que tout idéal I d’'un anneau non nul A est le noyau d’un morphisme d’anneau.

(2) Soit A un anneau non nul. Montrer ’équivalence:

I est un idéal maximal de A <= 4 /T est un corps.

5. Initiation aux modules. QD *

Soit (A, )nen une suite d’anneaux. Pour tout n € N, on note f,, : A, — A, 11 un morphisme d’anneaux.
On dit que la suite:

An In > An+1 fn+1> An+2

est ezacte lorsque Im(f,) = ker(f,+1), et on généralise facilement cette notion pour des suites plus

longues.

(1) On suppose que les deux suites suivantes sont exactes:
0 1 Ao fo A,
AO i} Al —T 0
Ou 0 désigne 'anneau nul. Interpréter cela.

(2) Soit (Bp)nen une autre suite d’anneaux, et g, : B, — Bpy1 un morphisme d’anneaux. On
suppose que le diagramme suivant commute, c’est a dire que quelque soit le chemin suivit, le
résultat est le méme (par exemple, g,+10 g0 fr, = gnt1 0 9gn o f):

fn fn
no = Apy1 5 Apgo 0

o

9n
B, —— B,

In+1

Bn+2 0

Avec f,g des morphismes d’anneaux et on suppose que les lignes supérieures et inférieures
sont exactes. Montrer qu’il existe un unique morphisme d’anneaux ¢ : A, 1o — B,12 qui fait
commuter le diagramme, et montrer que si f, g sont des isomorphismes alors ¢ en est un également.

(3) On adopte les mémes hypotheses qu’a la question précédente pour le diagramme:

0—— A, L Apy1 —— Apyo

o| 1|
0 —— B, — B,iy1 — Bnio

Montrer qu’il existe un unique morphisme d’anneaux ¢ : A, — B, qui fait commuter le
diagramme, et que si f, g sont des isomorphismes alors ¢ en est également un.

(4) Ces résultats restent-ils vrais si 'on considére des groupes plutdt que des anneaux ?

(5) En déduire une démonstration en diagramme pour le premier théoréme d’isomorphisme (exercice
25 dans le chapitre sur les groupes).

(6) Montrer que si A est un anneau non nul et si Iy, Iy sont deux idéaux de A isomorphes alors les
anneaux quotients A /1, et A / I, sont également isomorphes.
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6. Polynomes annulateurs et morphismes de corps. =

Soit K C L deux corps commutatifs integres. on dit que o € L est algébrique sur K s’il existe un
polynéme P € K[X] non nul tel que P(a) = 0.

(1) Montrer que I, = {P € K[X], P(a)) = 0} est un idéal principal de K[X], engendré par un unique
polynome unitaire irréductible II,.

(2) Montrer que ¢ : P — P(a) est un morphismes d’anneaux de K[X] — L, et montrer que son
image est un corps.

7. Factorisation dans un anneau principal. # 9

Soit A un anneau principal. On admet que le lemme de Krull: Dans un anneau non nul, tout idéal
stricte est inclus dans un idéal maximal.

(1) Soit (I,,) une suite d’idéaux croissante de A, c’est a dire que I,, C I,,1 pour tout n € N. Montrer
que la suite (I,,) est stationnaire.

(2) En déduire que tout élément a € A peut se mettre sous la forme a = u x py X ... X pj, avec py, ..., Pk
des irréductibles de A et u inversible.

8. Eléments algébriques de R. #o

On dit que «a € R est algébrique s’il existe un P € Q[X] non nul tel que P(«) = 0. Soit donc a, § € R
algébriques. On propose ici de démontrer le résultat de 'exercice 6 dans le cas ou Q =K et R = L.

(1) Montrer que V2, V3 et /2 + /3 sont algébriques.

(2) Soit IT € Q[X] tel que II(er) = 0 et II soit de degré minimal. Justifier 'existence de IT et montrer
qu’il est irréductible dans Q[X].

(3) Montrer que si P € Q[X] annule « alors II| P
(4) Montrer que si P € Q[X] n’annule pas « alors IT et P sont premiers entre eux.

(5) En déduire que Qo] = {P(«), P € Q[X]} est un corps.

9. Un sous anneau de Q. s

Soit p un nombre premier. On pose Z,, := {E a,b) e ZxN* pAb= 1}.

L
(1) Montrer que Z,, est un sous-anneau de (Q, +, x).
(2) Montrer que pour tout z € Q, = ou =1 appartient & Z,.

(3) Montrer que Z, est un sous-anneau maximal de (Q, +, x).
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10. L’anneau End(G). v

Soit (G, +) un groupe abélien. Munir I’ensemble End(G) des endomorphismes sur G d’une structure
d’anneau.

11. Condition suffisante pour qu’un anneau soit un corps. “HiE

Montrer que tout anneau commutatif intégre fini est un corps.

12. Morphismes de corps. #o

Soient K et L deux corps. Montrer que tout morphisme d’anneaux non nul f : K — L est injectif.

13. Sous anneaux de Z2. & Q

Pour d € N, on note Aq := {(x,y) € Z?, = =y [d]}. Montrer que ces ensembles sont exactement les
sous-anneaux de Z2.

14. Tableau d’un corps. al

Dresser la table d’addition et de multiplication sur un corps a 4 éléments.

15. A-modules (1). # P

Soit (A, 4+, ) un anneau. On dit que (M, +, x) est un A-module & gauche lorsque (M, +) est un groupe
abélien et que la loi externe x sur A x M dans M vérifie :

VeeM1lxz=x

V (a,b) € A2, VzeM, (a-b) xz=ax (bxx)
V(a,b) € A2, Vo eM, (a+b)xz=axx+bxz
Vae A vV (z,y) € M?, ax (x+y)=axz+axy

On dit que M est un A-module si ¢’est un A-module & droite et a gauche.

(1) Par analogie, que deviennent ces lois pour un A-module & droite ? On note A°? anneau opposé
a A, c’est & dire dans lequel @ - 400 b = b-a pour tout (a,b) € A%. Que dire alors des A°P-modules
a gauche ou a droite 7 Que dire du cas A commutatif ?

(2) On peut voir A comme un A-module (on traite les éléments de A comme produit de deux éléments
de A). Quels sont ses sous-modules 7

(3) Montrer que tout groupe abélien est un Z-module pour une loi multiplicative & définir.
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(4) Soit M groupe abélien. Pouvons-nous qualifier M de End(M )-module ? (ici End(M) représente
les morphismes de groupes de M dans lui méme).

(5) Montrer que M précédemment défini est un E-module pour un certain sous-anneau E de End(M).

Remarque : la notion de module est une généralisation de la notion de K-espace vectoriel avec K un
corps. lIci, on se contente d’un A-module avec A un anneau mais les lois qui régissent ces structures
restent fondamentalement les mémes.

16. A-modules (2). L

Soit A un anneau commutatif unitaire. On reprend la définition des modules de I’exercice précédent en
rajoutant celle des modules libre : on dit qu'un A-module M est libre lorsqu’il posséde une base B C A,
c’est a dire lorsque 'on peut écrire tout élément de M comme une combinaison linéaire dans A x B finie
(c’est & dire une somme de termes du type a x b ol (a,b) € A x B).

Une base B d'un A-module M est nécessairement une partie de M qui est génératrice de M (comme
énoncé précédemment) et libre, c’est a dire telle que pour toute sous-famille (e;)1<i<n € B™ d’éléments
deux a deux distincts, on a :

n
A (ai)lgign S An, Zaiei =0<«<= VieN,, a,=0
i=1
(1) Montrer que, pour tout n € N*, Z/nZ n’est pas un Z-module libre.
(2) On suppose que tout A-module est libre. Montrer que A est alors un corps ou l’anneau nul.

(3) On traite ici A comme un A-module. Monter qu’un idéal I de A est un sous-module libre de A
si et seulement si I est engendré par un élément de A non diviseur de 0.

17. A-modules (3). L

Soit A un anneau unitaire. On reprend les définitions de modules des exercices précédents en rajoutant
celle des modules de type fini : on dit qu'un A-module est de type fini lorsqu’il possede une famille
génératrice finie.

De plus, on définit les morphismes de A-modules sur M dans N deux A-modules comme des morphisme
de groupes ¢ : M — N qui vérifient ¢(a x m) = a x p(m) pour tout (a,m) € A x M.

Enfin, pour M et N deux A-module, on note M @ N le A-module composé des couple (m,n) € M x N.

On considere donc n € N*, M un A-module de type fini et ¢ : M — A™ un morphisme de A-modules.
On suppose ¢ surjectif.

(1) Montrer que ¢ admet un inverse & droite noté .
(2) Montrer que M = ker(y) € im(¢))

(3) Montrer que ker(p) est de type fini.

18. A-modules (4). # %k

Soit A un anneau unitaire. On reprend toutes les définitions sur les modules des trois exercices
précédents. On définit ici les anneaux et modules noethériens : on dit qu'un A-module M est noethérien
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si tout sous-module de M est de type fini. Un anneau est dit noethérien a gauche (resp. a droite) si
tout idéaux de A a gauche (resp. a droite) est de type fini. Enfin, on dit que A est noethérien s’il l'est a
gauche et a droite.

On considére donc M un A-module.

(1) Soit P un sous-module de M. Montrer que M est noethérien si et seulement si P et M /P le sont.
(2) Montrer que si M est noethérien alors M[X] est aussi comme A[X]-module.

Indication : pour N un sous-module de M[X], considérer N,, l’ensemble des coefficient dominant
des polynomes de degré n de N.

(3) On suppose A commutatif. Montrer que A[X] est noethérien si et seulement si A Dest.

19. 1 —ab et 1 — ba. Qx

Soit A un anneau, soit (a,b) € A% tel que 1 — ab est inversible. Montrer que 1 — ba est inversible.

20. Racines de ’unité. # Xk

Soit K un corps algébriquement clos tel que x(K) = 0 (de caractéristique 0). Pour tout n € N*  on
note U, (K) les racines n-iemes de l'unité de K.

ontrer que U, est un sous groupe cyclique de quelque soit n > 1.
1) Mont U, (K) est g li de K* 1 itn>1

(2) On note Tor(K) tout les racines de I'unité:

Tor(K) = | J Un(K)
neN*
Et pour tout £ € P on note Torp (K) = U U (K). Montrer qu’on a les isomorphismes de
n=1

groupes suivants:

Tor(K) = P Tore~ (K) = Q/Z

LeP
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“A mathematician who is not also something of a poet will never be a complete
mathematictan.” - Karl Weierstrass

10. Fonctions continues de la variable réelle

1. Uniforme continuité sur R. v
Soit f : R — R continue tel que f(z) ‘xlifo 0. Montrer que f est uniformément continue sur R.
2. Théoréme de Heine. v

Soit a < b deux réels et f : [a,b] — R continue. On souhaite montrer le théoréme de Heine, qui affirme
que f est uniformément continue sur [a, b].

(1) Ecrire la négation de 'uniforme continuité de f sur [a, b].

(2) En déduire une contradiction. On pourra exploiter la caractérisation séquentielle de la continuité.

3. Points de continuité.

Pour tout « € R, on pose:

Etudier la continuité de g sur R.
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4. Suite de racines. # Q

Pour tout n € N* et = > 0, on pose f,(z) =2" + 2" '+ ... +2— 1.

(1) Montrer que pour tout n € N*| f, admet un unique racine dans R™, que I'on note désormais

(an).
(2) Montrer que (a,) est une suite strictement décroissante, et en déduire sa convergence.

n—oo

(3) Montrer que a, —

N =

5. Prolongement d’une fonction uniformément continue. #o

Soit f : [0, 1[— R uniformément continue. Montrer que I'on peut prolonger f par continuité en 1.

6. Majoration affine de fonctions uniformément continues. =T %

Soit f : Ry — R uniformément continue. montrer qu’il existe deux réels positifs «, 8 tels que pour
tout x > 0, |f(z)] < az + S.

7. Existence de point fixe. )

Soit f : Ry — Ry continue tel que:

Montrer que f admet un point fixe o > 0.

8. Continuité sur les espaces denses. HTE

Soit X C R une partie dense et f, g deux fonctions continues sur R qui coincident sur X. Montrer que
f et g coincident sur R.

9. Un exercice de Bartho. o — g

Soit I un intervalle ouvert de R contenant 0 et f : I — R continue en 0 telle que:

i £2) = f(@)

x—0 x

=0

Montrer que f est dérivable en 0.

Merci Bartho!
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= x4

10. Lemme de Riemann-Lebesgue.

Soit a < b deux réels et f : [a,b] — R continue. On souhaite montrer le lemme de Riemann-Lebesgue:

b
lim / f(t)e™ dt =0

A—o0

(1) Montrer que le résultat est vraie pour f de classe C!.
On souhaite alors montrer le cas général. On appel fonction en escalier tout fonction qui est combi-
naison linéaire fini de fonction indicatrices d’intervalles. Pour toute fonction bornée g sur [a, b], on note

l9lloc = sup |g(z)]
a<z<

(2) Montrer qu’il existe une suite (f,) de fonctions en escalier qui s’annulent toutes sur R\[a, b] tel

que:

T [[f ~ fulloe =0

(3) En déduire le lemme de Riemann-Lebesgue.

11. Ensembles denses et dénombrables.

Soit (uy,) une suite tel que U = {u,, n € N} est dense dans R. Montrer qu’il existe ¢ : R — R un

homéomorphisme tel que U = ¢(Q).

@*x

12. Points de continuité de fonctions monotones.

Soit f : R — R monotone. Montrer que ’ensemble des points de discontinuité de f est au plus

dénombrable.
13. Approximation d’une somme (1). =
Soit f : [0,1] — R continue en 0. Discuter, suivant la nature de f au voisinage de 0, la nature de:
n
. k
s 357 ()
k=1
& Q %

14. CNS sur la densité de I’image d’une fonction périodique.

Soit @ > 0 et f: R — R a-périodique. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur o pour

que f(Z) soit dense dans f(R).
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15. Théoréme de Niven-Parks. &H ¥ P

e Dans tout le sujet, ¢ > 0 est un réel.
e On note R[X] 'ensemble des polynémes & coefficients réels.

e On note P, = {Q € R[X],Vk € N,Q®)(0) € Z et Q¥)(c) € Z} (ici, 'exposant en k signifie la

k-ieme dérivée).

e On dit qu'une suite de fonctions (¢, )nen définies sur [0,c| est de Niven si pour tout k € N,
ey = ¢k et si r(0) € Z et pi(c) € Z.

e On dit que f est de classe C* sur [0, ] si elle est dérivable une infinité de fois sur [0, ¢] avec f(*)
continue sur [0, ¢] pour tout n € N.

o f est dite Nivénienne §’il existe une suite de Niven (¢n,)nen tel que pg = f et si elle est de classe
C* sur [0, .

1 1
e On dit que p,q € RY sont conjugués si — + — = 1.
p q
(1) Montrer que pour tout a € R, a™ = o(n!).
(2) Soit f, g deux applications continues sur [0, ¢]. Montrer que:

T 1

n—oo J n!

(3) Montrer que (P.,+, x) est un anneau stable pour la dérivation.

n

P
(4) Soit P € P. tel que P(0) = P(c) = 0. Montrer que pour tout n € N, g € P..

(5) On suppose dans cette question que ¢ € Q. Montrer qu’il existe @ € P, de degré 2 tel que
Q(c) = Q(0) = 0 et pour tout z € ]0,c[, Q(x) > 0.

(6) On suppose que ¢ n’est pas rationnel. Déterminer P,.
On va maintenant montrer l'irrationalité de certains éléments de R.

(7) Trouver ¢ > 0 tel que la fonction exponentielle soit Nivénienne sur [0, ¢].

(8) Soit f une application Nivénienne sur [0, ¢]. Montrer que pour tout @ € Pe:

/ fOQE) dtez

0

(9) En déduire le théoreme de Niven-Parks: si ¢ > 0 est rationnel, alors la seule fonction Nivénienne
f:[0,¢] = R a valeurs positives est la fonction nulle.

(10) En déduire l'irrationalité de 7, e et log(|r|) pour r € Q*, r # 1.

16. Théoreme de Weierstrass. H1E P

Soit I un segment de R. On se propose ici de démontrer le théoreme de Weierstrass:

Pour toute application continue f: I — R, pour tout € > 0, il existe P € R[X] tel que pour tout x € I,
[f(z) — P(z)| < e
Soit donc f une fonction continue sur I a valeurs dans R. On définit pour tout n € N, pour tout

, —~ [k
0 < k < n les polynémes de Bernstein By, ;(x) = (Z) 28(1—z)" et B, (f)(z) = E f () By, k()
n
k=0
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Montrer que on peut supposer que I = [0, 1] sans perte de généralité.

Montrer les identités suivantes:

ZBn,k(x) =1 Z kB, ;(z) = nz Z k(k —1)B, x(z) = n(n — 1)2?
k=0 k=0 k=0

En déduire la valeur de:

k=0

Soit € > 0, x dans I. f étant continue sur le segment I, elle y est uniformément continue
d’apres le théoreme de Heine, donc il existe § > 0 tel que pour tout y € I tel que |z — y| < 4,
|f(x) — f(y)] < e. Montrer que:

Bn k(l‘)

s

Ba(f)(@) — F(@)] < Ej‘ijﬂ@BM@HEZ\f@)ﬂm

|%7m|<6 |§*1”>5

En déduire que l'on a:

Bu(f)(@) = f(@)| <e > Baplz)+2M Y Bui(x)

| & —a|<s | & —2|>s

n

Ou M = sup,¢;|f(x)]

En utilisant soit une approche probabiliste ou analyste, montrer que ’on a:
z(1—x)
Z Bn,k(x) < T

|%7z|>5

Conclure.

17. Quelques limites intéressantes. v &

Soient a,b deux réels. Montrer que:

m_(al” + [b]")* = max(lal, |b]) et _lim (ja]” + [b|")* = min(al, |b])

li
r—r+00

18. Formule de Leibniz. “H T

Soit f :]0,1] — R continue.

(1)

Trouver un équivalent de la suite (I,,), définie pour tout n € N:

1
h:Af@ﬂﬁ

(2) Trouver un équivalent de la suite (T5,), définie pour tout n € N:

T, = /4 tan(0)™ do
0



EXERCICES DE MATHS SUP 71

1 n 1
=00 — ol —
4n n

(3) En déduire la formule:

NS

B Zn: (="
242k +1

19. Carrés continus identiques. faa)

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle réel I a valeurs dans C telles que f ne s’annule
jamais sur l'intérieur de I et que f? = g2 sur I.

(1) Montrer que g = £f.
(2) Montrer que cette implication est compromise si 'une des hypothése suivante n’est plus vérifiée :

e f ou g sont continues
e f ne s’annule jamais sur U'intérieur de [
e ] est un intervalle

20. Une fonction horrible. v/ &

(1) Soit la fonction réelle suivante :

I—-R
f: ILZJ
T —

[z ]®

Déterminer I’ensemble I maximal sur lequel f est continue a droite en tout point. Que dire
de la continuité a gauche de f sur I ?

(2) Calculer les limites des suites (f(un))nen~ dans les cas suivant :

1 1
a. (un)RGN* = (n)HGN* b (un)nGN* = (n+ §)R€N* C. (un)RGN* = <n+ 1n(ﬂ)>n>2

(3) Soit a € [0,1]. Montrer : 3 (u,)nen- € RY, u, o T et f(un) e

21. Dériver un maximum.

Soient f et g deux fonctions de R dans R toutes deux dérivables en 2y € R. On pose sur R la fonction
M : z — max(f(z),g(x)). M est-elle dérivable en zy ?

22. Approximation d’une somme (2). =

Soit f € F([0,1],R) dérivable en 0 et nulle en 0. On pose :

VneN, un:Zf<nS>
k=0
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Montrer que la suite (uy,)nen ainsi définie converge et déterminer sa limite.

23. Taux d’accroissement aux ordres supérieurs.

(1) Soit f € C3(R) et x € R. Déterminer :
fl@+h) - fz)

e lim

h—0 h
o lim flx+2h) —2f(x+h)+ f(x)

h—0 h2

I fl@+3h) =3f(z+2h)+3f(x+h)— f(x)
e lim

h—0 h3

(2) Généraliser Pour tout n € N, f € C*"(R) et z € R.
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Erhard Schmidt (born 1876 in Estland) visited Tsarist Russia. The police searched his
luggage and confiscated a dangerous book. It mentioned “Power of the masses” (actually:
“Mdchtigkeit der Menge”) too often. There went a fine book about set theory... When
Schmidt told this to his friend Constantin Caratheodory (born 1873, Berlin, Greek but
originally a Turkish subject), Caratheodory said: “That’s nothing to what happened to me
on entering Turkey. I had an engineering book confiscated by the Turkish police because
it talked about a machine that made fifty revolutions a minute.”

11. Fonctions convexes

Dans toute cette partie, on appelle combinaison convexe tout n-uplet (A1, ..., A,) € [0, 1]™ vérifiant:

Zn:)\k =1
k=1

1. Inégalité de Young. =

1) On note In : R* — R le logarithme népérien, ’application réciproque de ’exponentielle exp.
+
Montrer que In est concave sur son ensemble de définition.

1 1
(2) En déduire que pour tous p et g conjugués, c’est & dire positifs et tels que — + — = 1, et pour
q P

tout z,y € Ry, on a:

2. Inégalité de Jensen et applications. & & LT

(1) Soit f: R — R une fonction convexe et (aq,...,a,) € R™ et (A1,..., \,) une combinaison convexe.
Montrer que:
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f (Z Ak%) <> Mef(ar)
k=1 pa

1
Que dire si f est concave?

(2) Soit (a,) € CN. Montrer que:

Vn € N, <H|ak|> <EZ|%|
k=0 k=0
(3) Montrer I'inégalité d’entropie: si (pi, ..., pn) €t (¢1, ..., ¢») sont deux combinaisons convexes, alors:

Y piln(g:) <Y piln(p)
=1 =1

3. Une inégalité de produits. # K LT
(1) En introduisant une fonction bien choisie, montrer que pour tout (z1,...,z,) € (R% )™
1 1
n n n n
14 (Hmk> < (H(l-i-xk))
k=1 k=1
(2) En déduire que pour tout (ai,...,an) et (by,...,b,) n-uplets strictement positifs on a:
1 1 1
n n n n n n
(H ak) + (H bk) < ( (ak+bk)>
k=1 k=1 k=1
4. Fonctions convexes bornées sur R.

Soit f : R — R une fonction convexe bornée. Montrer que f est constante.

5. Inégalité sommatoire.

Soit f : R — R dérivable convexe tel que f(0) = 0. Montrer que pour tout n € N:

DR < fn) <D F(R)

n—1 n
=1

k=0 k
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6. Inégalité de Jensen intégrale. #
Soient I un intervalle, f : I — R convexe continue et g : [a,b] — I continue. Montrer :
I I
—_— t)dt | < —— t)dt
f b_a/ag() b_a/afog()
#

7. Inégalité entropique.

Soit ¢ : I — R convexe et dérivable sur I, un intervalle réel d’intérieur non vide.

(1) Montrer : Vae LYz €I, ¢o(z) = ¢(a) + (x — a)¢'(a).
1

1
(2) Pour f:]0,1] — I continue, établir : ¢ (/ f(t)dt) < / o f(t)dt.
0 0

(3) Soit (f,g) € C([0,1],R%) tel que I'intégrale sur [0,1] de f et de g soient égales a 1. Montrer :

1 1 1
| fomisezoe [ remoue [ ronow)
0 0 0

Remarque : cette derniére inégalité est la version “continue” de l'inégalité d’entropie obtenue a la
question 3 de ’exercice 2 de ce chapitre.

& QLT

8. Condition suffisante de convexité.

. Montrer que f est convexe.

Soit f : R — R continue telle que : V (z,y) € R?, f (x ;— y) < /() ;_ 1)

9. DL de (H,) (1).

. Montrer qu’il existe v € ]0,1[, H, —In(n) —— ~
n—+00

=

n
Pour tout n € N*, on note H,, = Z
k=1

Indication : utiliser (voire redémontrer) le résultat de ’exercice 5.

Remarque : v est une constante tres célébre en analyse et porte le nom de constante d’Fuler-Mascheroni.
L’exercice 1 du chapitre sur les suites traite du méme sujet mais nous nous focaliserons ici sur des résultats

de convexité.

10. Inégalité logarithmique.

b
Montrer que pour tout (a,b) € [1,+00[, /In(a)ln(b) < In (a;— )
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11‘ min(fag)’ ma‘x(fag)' &

Soient f et g deux fonctions convexes. Que dire de max(f,g) et min(f,g) ? Qu’en est-il si f et g sont
concaves 7

12. Continuité de fonctions convexes. &

Soit I un intervalle de R et f : I — R convexe. Discuter de la continuité de f selon la topologie de I
(ouvert ou fermé).

13. Extrema de fonctions convexes. v &

Soit f : R — R convexe. On suppose que f admet un extremum en a € R.
(1) Que dire 81l s’agit d’un minimum local ?

(2) Que dire 8’ s’agit d’un maximum local ?
(3) Que dire 8’1l s’agit d’'un maximum global ?

14. Fonctions convexes croissantes sur R. Ve

Montrer qu’une fonction convexe et croissante sur R est soit constante soit divergente en +oo.

15. Conditions de convexité. *

Soit f : R — R. Montrer que = — f(1/x) est convexe si et seulement si x — xf(x) Dest.

16. Théoréme de Gauss-Lucas. # Xk X

Soit 2 C C. On note £(C) I'ensemble des parties convexes de C.

(1) Soit (C;)ier une famille de parties convexes de C. Montrer que:
m C; € £(C)
iel
(2) En déduire que la plus petite partie convexe de C contenant {2 est:
Conv(Q2) = n C
QCCeg(C)

(3) Soit (z1,...,2,) € C™. Montrer I’égalité:

COHV({Zl,...,Zn}) = {Z )\121,2)\1 =1, ()\17~--a)\n) € Ri}
i=1 =1
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(4) En déduire le théoréme de Gauss-Lucas : V P € C[X], Z¢(P') C Conv(Zc(P))(ou Z¢(P) désigne

I'ensemble des racines de P dans C, de méme pour P’).

17. Ensemble de points de dérivabilité d’une fonction convexe. #o X

Soit f : R — R une fonction convexe. Montrer que I’ensemble des points de non dérivabilité de f est
au plus dénombrable.

18. Positivité d’une intégrale a poids convexe. &0 LT

2m
Soit f : [0,27] — R une fonction convexe et continue. Montrer que / f(z)cos(z) de >0
0

19. Convexité logarithmique. # %k

Soit f: R — R* une fonction. Montrer que In(f) est convexe si et seulement si, pour tout a > 0, f<
est convexe (f*(x) = f(x)%).

Indication : montrer que si f est convexe croissante et g est convexe, alors f o g est convezxe.

20. Inégalité intégrale. #

Soit f :[0,1] = R convexe et dérivable. Montrer I'inégalité suivante :
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“If there is a problem you can’t solve, then there is an easier problem you can’t solve:
find it.” - George Pdlya

12. Polynomes

1. Racines de P. 9

Soit P € K[X]. Montrer que a € K est une racine de P si et seulement si X — a divise P.

2. Division euclidienne. L

(1) Donner une CNS sur p et ¢ pour que A(X) = X3 + pX + ¢ admette un zéro multiple.

n

(2) Soit a € R. On considere le polynéme P = H(X sin(ka) + cos(ka)). Calculer le reste de la
k=1
division euclidienne de P par X2 + 1 dans R[X].

3. P a racines simples. =

Soit P € R[X] un polynéme simplement scindé a racines dans R. Montrer que P’ est simplement
scindé.

4. Quelques calculs de sommes sur les racines. # Q

Soit P € C[X] un polynéme scindé a racines simples tel que P(0) # 0. En notant Z¢(P) l'ensemble
des racines complexes de P, calculer:
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1 1 1
2 A’ 2 A2 2 P/ (M)A

NEZc(P) AEZc(P) NEZc(P)

5. L’inégalité (P')? > PP". # QLT

Soit P € R[X] scindé dans R. Montrer que (P')? > PP”

6. Nombre de Liouville. “H1E

On dit que a € R est un nombre algébrique s'il existe un polynéme P € Q[X] tel que P(a) = 0. Dans
ce cas, on appelle degré de « le degré le plus petit du polynéme de Q[X] qui annule .

(1) Montrer qu'un réel « algébrique n’est pas forcément rationnel.
(2) Montrer que « € R est algébrique si et seulement s’il existe un P € Z[X] vérifiant P(a) =0

(3) En déduire que si a est algébrique de degré n > 1, il existe une constante C' > 0 tel que pour
tout rationnel p/q # « avec ¢ > 1:

o p‘ . C
q qr
o0
1 o
(4) On pose ¢ = Z 1o Montrer que ¢ n’est pas algébrique.
k=1
7. L’équation P(X?) = (X? +1)P(X). v &

Déterminer les solutions de P(X?) = (X2 + 1)P(X) dans K[X].

8. L’espace K[4] pour A € M, (R). v &

Soit A € M,,(K). On suppose qu’il existe P € K[X] tel que P(A) = 0 (on dit que P est annulateur
de A). On pose d = deg(P) et on définit la famille suivante :

F={A* ke]o,d—1]}

(1) Montrer que pour tout N > d, AN est engendré par F (c’est a dire AN s’écrit comme une
combinaison linéaire d’éléments de F).
(2) On note dy le degré minimal des polynoémes annulateurs de A. Justifier 'existence de dj.

(3) Montrer les puissance AN avec N < dy ne peuvent s’écrire comme des combinaisons linéaires de
puissance de AF avec k < dy —1 .
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9. Une inégalité de pré-image. Q * lrj

Soit P € C[X] non constant et £ C C fini non vide. Montrer que P~*(E) > (|E| — 1) deg(P) + 1

10. Somme de dérivées. * 1@

Soit P € R[X] de degré n, positif sur R. Montrer que P + P’ + ... + P("™) > 0 sur R.

11. CNS pour que P € R[X] soit positif sur R. H & LT

Soit P € R[X] un polynome positif sur R. Montrer qu’il existe deux polynémes a coefficients réels tels
que P = A% + B2

12. Ecriture binaire polynomiale. Q

Montrer que tout entier relatif s’écrit de fagon unique comme un P(—2) ou P € {0, 1}[X].

13. Inégalité de Cauchy. a2 v

Soit P € C[X] un polynéme de degré n et unitaire. On note Z¢(P) ses racines complexes. On note
n—1

P(X)=X"+)Y aX"
k=0

(1) Montrer que pour tout ¢ € Z¢(P) différent de 0, on a:

n—1

<y 'a’]grf'

k=0
(2) En déduire que pour tout ¢ € Zg(P):

I¢| €14 max(|ao], .., |an—1])

Remarque: On obtient alors une démonstration facile que les polynémes de 1’exercice 12 ont tous leurs
racines dans le disque fermé centré en 0 de rayon 2.

14. Théoréme de Pélya. # % P

Soit P un polynome complexe unitaire de degré n > 1. On note C := {z € C, |p(z)| < 2}. Nous allons
démontrer un théoréme du au mathématicien hongrois George Pdlya. Il énonce que, pour toute droite L
du plan complexe, si I’on note Cy, la projection orthogonale de C sur L. On a :

Cr, est une réunion finie de segments du plan complexe de longueur totale inférieure ou égale a 4.
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(1) Montrer que 'on peut considérer que L est la droite réelle sans perdre de généralité.

(2) On consideére P un polynéme scindé & racines réelles. Montrer que toute racine double de P’ est
racine de P.

(3) Montrer de plus que (P')? > PP".

Puisque l'on peut considérer L = R, on considéere P € C[X] et on le scinde en prenant sa ”partie &

coefficients réels” comme suit :
n

n
P = H(X — ¢x) ol l'on pose ¢ = ay, + ibg et R := H(X —ag)
k=1 k=1
(4) On pose P = {x € R, |R(z)| < 2}. Montrer que Re(C) C P.

(5) Pour alléger les notation, on considére P réel (donc P = R puisque P est scindé) et que P =
{z € R, |P(z)| < 2}. Montrer alors que si P < 2 sur un segment [a,b], on a b —a < 4.

Indication : nous invitons le lecteur a utiliser le théoreme de Tchebychev, démontré dans
lexercice 19 du chapitre sur les nombres complexes.

(6) Justifier que P s’écrit comme une réunion disjointes de segments. Montrer de plus qu’elle est
finie.

m

On écrit alors : P ={z € R,|P(x)] <2} = L—_l—J Ij, ol tout Iy est un segment de R
k=1

On suppose de plus que cette notation est ordonnée, i.e. : Vk € Ny_q, V (2,y) € I, X Ipp1,2 <y
(7) Montrer que tout segment I, contient une racine de P.

(8) Construire un polynémes P tel que l’ensemble P associé est un segment de longueur supérieure
a la sommes des longueurs des [j.

Indication : une stratégie serait d’essayer de recoller les I}, entre eux.

(9) Conclure.

15. Barycentre des racines. L)

Soit P € C[X] de degré n > 1.

(1) On note aj, ..., a, les racines de P comptées avec leur multiplicité et S, ..., 1 les racines de
P’ comptées avec leur multiplicité. On note Ay, ..., A, les affixes respectives des racines de P et
By, ..., B,_1 celles des racines de P’. Montrer que ces points ont le méme isobarycentre.

(2) En déduire que:

16. Un oral des mines. QLF

Soit P € C[X] non constant. Est-ce qu’il existe toujours un A € C tel que P — A est scindé a racines
simples?
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17. Conjugués dans Q[v2]. &

Soit P € Q[X] tel que P(v/2) = 0. Montrer que P(—+/2) = 0.

18. Polynémes qui vérifient P(U) C U. = x

Trouver tout les polynomes P de C[X] vérifiant P(U) C U.

19. Nombres transcendants. 9

On rappelle que I’'on nomme transcendant tout complexe n’étant pas racine d'un polynéme P € Q[X].

(1) Montrer que tout transcendant est irrationnel et donner un exemple d’irrationnel n’étant pas
transcendant (ces nombres sont dits algébriques).

(2) Montrer qu’il suffit d’étudier les polynémes a coefficients entiers pour conclure sur la transcen-
dance d’'un complexe donné.

(3) Montrer que pour o € C*, « est transcendant si et seulement si 1/a l'est.

(4) On admet la transcendance de w. Montrer que 7 + 1/ est irrationnel.

20. Polynoémes réciproques. # Kk

Soit P € C[X] de degré n € N. On considere le polynome P! défini par Pt = X7 P(1/X). On I'appelle
polynéme réciproque de P (ou polynéme palindromique de P si P € R[X]). Enfin on dit que P est
réciproque (ou palindromique dans R) si P = Pf. Démontrons quelques propriétés (indépendantes dans
cette exercice) de cette transformation.

(1) Quel modification apparait-il lors du passage de P & P (et vice-versa) ? Exprimer alors les
coefficients de PT en fonction de ceux de P.

(2) Montrer que tout polynéme palindromique de degré impaire admet —1 comme racine.
(3) Soit P € R[X] palindromique. Montrer qu’il existe C € R* :
VzelU, P(z)=|C| H |z — af? H |z — B)?
|a|=1 0<|BI<1

(4) Soit z € U algébrique (c’est & dire racine d'un polynéme P € Q[X]). On pose alors P un tel
polynome, et on le suppose de degré minimal et unitaire. Montrer que P = +Pf

21. Polynémes qui vérifient P(Q) = Q. Qo x

Déterminer tout les polynémes P € C[X] vérifiant P(Q) = Q.
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“Geometry can in no way be viewed as a branch of mathematics; instead, geometry
relates to something already given in nature, namely, space. I realized that there must be
a branch of mathematics which yields in a purely abstract way laws similar to geometry.”

- Hermann Grassmann

13. Espaces vectoriels et dimensions

1. Quelques familles libres. “H1E

(1) Montrer que la famille (z — cos(nz)),en est libre dans C(R,R).

(2) Soit (An)nen € RY une suite injective de réels. Montrer que pour tout A C N, (z — cos(An))nea
forme une famille libre dans C(R, R).

(3) Montrer que (z — e**)qcr est libre dans C(R).

(4) Montrer que (z — |z — al)qer est libre dans C(R).

2. Quelques espaces vectoriels engendrés. foa)

(1) Déterminer l’espace vectoriel engendré par {f € C(R,Ry)}.
(2) Déterminer l’espace vectoriel engendré par {P € R[X], P > 0}.

(3) Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F' C E un sous espace vectoriel. Déterminer
lespace vectoriel engendré par E\F.

3. Formule de Grassmann. SHiE
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Soit E' un espace vectoriel de dimension finie et A, B deux sous espaces vectoriels de E. Montrer la

formule de Grassmann:

4.

dim(A + B) = dim(A) + dim(B) — dim(A N B)

Théoreme de Carathéodory. & T

Soit n > 1. On va montrer le théoreme de Carathéodory dans le cas générale, dont ’énoncé est le

suivant:

Pour toute partie C' de R™, ’enveloppe convexe est engendré par les barycentre d’au plus n + 1 points.

On reprend les notations de I’exercice 16 du chapitre 11 et on fixe C' C R™

(1) Pour tout p € N*, On note C, les combinaisons convexes de p points de C. Montrer que:

Conv(C) C () Cp

p>1

(2) Prenons alors p > n+1 et (a1, ...,a,) € CP. Justifier que la famille (a2 — a1, ..., ap, — a1) est liée.

p
(3) En déduire 'existence d’une famille (85)1<r<p de réels non tous nuls vérifiant Z Brax = 0.
k=1
P
(4) On note A = ZAkak € Cp une combinaison convexe des ag,...,ap et J ={1 < j <p, §; > 0}.
k=1

En posant v = minjc ;{);/5,}, montrer que A € C,_;. Conclure.

Remarque: On en déduit qu’un corollaire immédiat de ce théoréme est que si C' est compact, alors son

enveloppe convexe l’est aussi.

5.

Un overlap. v

Soit E un espace vectoriel de dimension n et deux sous-espaces vectoriels F' et G de dimension |n/2]+1.

Montrer que F NG # {0}.

6.

L’espace des matrices a trace nulle. %

Soit n € N. Montrer que I’ensemble des matrices carrées de taille n et de trace nulle est un espace

vectoriel. En donner sa dimension et deux base distinctes.

7.

Quelques propriétés de sous espaces vectoriels. v &

Soient F, F et (G trois espaces vectoriels. Montrer :

(1) ENF=E+F < E=F
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2 GCF=FN(E+G) =FNE+G

(3) FUG est un espace vectoriel <= F C Gou G CF

8. Existence d’espaces vectoriels finis. v

Existe-t-il des espaces vectoriels finis ?

9. Une base célébre. &

Soit E un sous-espace vectoriel de K, [X]. Montrer que E admet une base dont tous les éléments sont
de méme degré et une autre dont tous les éléments sont de degré différents.

10. Familles libres engendrées par (f;). v &

Soit E un espace vectoriel et F = (f;);en, une famille libre de E. Que dire de la liberté des familles
suivantes :

(1) (fi + f1)ien, ( : )
(4) f
(2) (fi = fix1)ien, OU fny1:=f1 20 iEN

(3) (fi + fi+1)ien, ou fny1:= f1

11. Espaces supplémentaires de RE. )

On note E = RE et on pose a € R.

(1) Soit C T’ensemble des fonctions réelles constante et N, l'ensemble des fonctions nulles en a.
Montrer que C et N, sont supplémentaires dans FE.

(2) Plus généralement, on pose (ai,...,a,) € R™ une famille de réels deux a deux distincts et
N:={f€eE, f(am)="--= f(an) = 0}. Déterminer un supplémentaire de N dans E.
12. Non unicité de supplémentaire. =

Soit E un espace vectoriel. Montrer qu’un supplémentaire d’un s.e.v. F non trivial (c’est a dire tel
que F ¢ {{0}, E}) n’est jamais unique.
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13. Ensemble de fonctions 1-périodiques. foa)

Soit E = RR. On pose P l'ensemble des fonctions réelles 1-périodiques et L 1’ensemble des fonctions
de limite nulle en +o0.

(1) Montrer que P et L sont deux s.e.v. de E.
(2) Montrer que PN L = {0}.

(3) P et L sont-ils supplémentaires dans E ?

14. Rangs pairs et impairs d’une suite. faa)

Soit £ = RY. On pose les deux ensembles suivants :

P:={u€F, uy=0} et I:={u€kE, uy=uspt1}
Montrer que P et I sont supplémentaires dans F.

15. L’espace des suites arithmétiques complexes. v

Montrer que ’ensemble des suites arithmétiques complexes est espace vectoriel. En donner sa dimen-
sion ainsi qu’une base.

16. Un sous espace de RI=11, v

Soit E l'ensemble des fonctions continues sur [—1, 1] affines sur [—1, 0] et sur [0,1]. Montrer que E est
un espace vectoriel. Déterminer sa dimension et en donner une base.

17. Une propriété unique de Msy(R). #

Soit A € M3 (K). Montrer que A? € vect(Iz, A) et donner un exemple de matrice B € M3(K) telle
que B? ¢ vect(I3, B).

18. Application de la formule de Grassmann. v

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F' et G deux s.e.v. de E. Montrer que, parmi ces trois
propositions, soit une seule est vraie soit elles sont vraies simultanément :

(1) FnG = {0}
(2) F+G=E
(3) dim(F) + dim(G) = dim(E)
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19. Application dim. foa)

Soit E un espace vectoriel de dimension n et S ’ensemble des sous-espaces vectoriels de E. On
considere 'application d : S — N vérifiant :

e Soit (F, F') € S? tel que FNF’' ={0}. Alors on a d(F + F') = d(F) + d(F").
e d(E)=n.

Montrer que d(F) = dim(F') pour tout F' € S.

20. Espaces vectoriels a base unique. v

Que dire d’un espace vectoriel admettant une unique base (& permutation pres) ?

21. Supplémentaire commun. =

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F' et G deux s.e.v. de E de méme dimension. Montrer
que F' et G admettent un supplémentaire commun.
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14. Déterminants et groupe symétrique

1. Un déterminant de Hurwitz. “H 1
Soit (a,b,71,...,7,) € R"*2. Calculer le déterminant:
T1 b N . b
a 1 b :
a Thn—1 b
a ... ... a T
2. Le déterminant comme morphisme. “H1E

Soit n € N*. On souhaite montrer I'identité suivante, valable pour tout (4, B) € M,,(R)? :

det(AB) = det(A) det(B)

(1) Traiter le cas A ou B non inversible.

(2) On fixe désormais A € GL,(R) et on pose:
¢: (RM™: (Cy,...,Cp) — det(AC)
Avec C' la matrice dont les colonnes sont C1, ..., C,. Montrer que ¢ est n-linéaire, alternée.

(3) En déduire le résultat souhaité.
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3. Sous groupes G de GL,(C) tels que GNSL,(C) ={I,}. “ & LT

Soit G un sous groupe finie de GL,,(C). On note SL,,(C) = {M € GL,(R), det(M) = 1}. On suppose
que GNSL,(C) = {I,}. Montrer que G est cyclique.

4. Matrices réelles semblables dans C. =T %

Soit (A4, B) € M,(R) semblables dans C, c’est a dire qu’il existe un P € GL,,(C) tel que A = PBP~.
Montrer que A et B sont semblable dans R.

5. Dérangements pairs et impairs. * lrj:

Soit n € N*. On note &,, 'ensemble des permutations de ’ensemble [1,n]. Pour tout o € &,,, on note
(o) sa signature et v(o) le nombre de points fixes. On dit que o est un dérangement lorsque v(o) = 0.

(1) Ya t-il plus de dérangements paire ot impaire?

(2) Calculer:

6. Un déterminant caché. =
n

Soit n € N* et (21, ..., zn) € C" tel que, pour tout 1 < k < n, sz = 0. Montrer que 21 = ... = z, = 0.
i=1

7. Une condition d’inversibilité (2). L

Soit p € N*, M € Moy,(Z) tel que tout les coefficients diagonaux sont des entiers paires, et tout les
autres coefficients sont impaire. Montrer que M € GLo,(R).

8. Déterminants de Smith. = lrj *

(1) Soit n € N*. On note A = (i A j)i<i,j<n- Calculer det(A).

(2) Soit n € N*. Onnote A = (|D(i)ND(j)|)1<i,j<n Avec D(i) Pensemble des diviseurs de i. Calculer
det(A).



90 JACQUES J. TARR, VICTOR M. KALFON, GABRIEL T. MURILLO

9. Déterminant de Gowers. ¥* X

Soit n € N. On note A = (<Z +]>> . Calculer det(A).
¢ 0<i,j<n

10. Points fixes de permutations o2 = Idy,,. #

Soit m un entier naturel impair et o € &,, telle que 0 = idy,. Montrer que ou bien o admet un
nombre impair de point fixe. Donner un contre exemple lorsque n est pair.

11. Sous espaces stables par u,. v &

. , . R™ — R"
Soient n € N* et 0 € &,,. Déterminer les s.e.v. de R™ stable par u, :
L1y Zn) = (To(1), o Ton))
(Ici on écrit les vecteurs dans la base canonique de R™)
12. Etude du groupe alternée A,,. “HTE

Pour tout n € N* on définit A, = {0 € &,, | e(0) = 1}, nommé groupe alterné d’indice n.

(1) Montrer : (Ay,0) < (6y,0).

(2) Enumérer les éléments de As et Ay.

G, —+6
(3) Pour n > 2 on fixe 7 une transposition de &,,. Montrer que ¢ : { " " établie une
o—o0oT
bijection.
(4) Déterminer |A,,| pour tout n € N*.
13. Polynoéme caractéristique. faa)

(1) Soit n € N, n > 2. On pose P, = X™ — X + 1. Montrer que P,, admet n racines simples dans C
que 'on notera {z1,...,2,}.

(2) On considere A € M,,(C) dont le i-eme coefficient diagonal est égal & 1 + z; pour tout i € N,, et
dont les autres sont égaux & 1. Montrer : x4(X) :=det(XI, — A) =P, — P).

Remarque : le polynome det(X I, — A) associé a une matrice A € M, (R) est un objet omniprésent en
algeébre matricielle et se nomme le polynome caractéristique de A.
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14. Positivité d’un déterminant par blocs. & QLT

Soient A, B € M, (R), on considére la matrice par blocs M = (_AB Z) Montrer que det(M) > 0.

15. Trace et déterminant de A — A7T. & F

On pose n > 1 et ¢ : M,(R) = M,(R), A — AT. Montrer que ¢ est une application linéaire et
calculer det(¢) et Tr(¢).

16. Matrice compagnon. HTE
On considere (ag,...,a,—1) € K™ et la matrice suivante :
0 O 0 ap
1 0 .
C=1lo 1 0o
: . 0 ap_o
0 ... 0 1 an,

Déterminer det(X I, — C), i.e. le polynome caractéristique de C' (cf remarque de l'exercice 13 de ce
chapitre). Que retrouve-t-on ?

Remarque : la matrice introduite se nomme matrice compagnon du polyndme unitaire associé aux
coefficients —aq, ..., —0p_1.

17. Déterminant circulant. % g

o
On fixen > 1, w =exp (m)
n

(1) On note J la matrice:

01 0 0 0
0 0 1

J=: o e Tl el
00 ... 0 1 0
00 ... 0 0 1
1 0 0 ... ... 0

Montrer que J" = I,, et en déduire que pour tout ¢ € Uy, {X € M,, 1(C),JX = (X} est une
droite vectorielle.

(2) En déduire que J est semblable & la matrice diagonale diag(1,w, ...,w™1).

(3) Soient (ay,...,a,) € K" avec K =R ou C. Déterminer le déterminant de la matrice suivante :
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a1 as as N Qanp
(2% al as cee Qp—1
M=\|a,-1 a, a1
a2
a9 az ... Qp aiy

Remarque : La matrice M introduite se construit en décalant a chaque rang la ligne composée des

coefficients aq,...,an. Une telle matrice est dite circulante.

18. Déterminant de Cauchy. “H 1 x

Soient (a1, ..., an) et (b1,...,b,) deux n-tuplets complexes tels que, pour tout 1 < 4,5 < n, a; +b; # 0.
1

Calculer det <

ai + bﬂ’)l@yj@

19. Un déterminant classique.

=T 5
Soit n € N*. Calculer :
12 22 .. m?
(n+1)2 (n+2)2 . (2n)?
nn—1)+12 [nhr-1)+2? .. (n??
20. Déterminant binomial. #o
Pour tout n € N, calculer :
0 1 n
0 1 n
1 2 n+1
0 1 n
n n+1 2n
0 1 n
21. Résultante de deux polynoémes. # Q%

P q
(1) Soient A, B deux polynomes de C[X], A = Z apX® et B= Z b X" avec p, ¢ > 1. Montrer que
k=0 k=0
A et B n’ont pas de racines complexes en commun si et seulement si le déterminant R(A, B) est
non nul, appelé résultant des polynomes:
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ag 0 - 0 by 0 --- ... 0
ay Qo 0 b bo 0
R(A.B) = “ b
ap al 0 bO
0 ap : :
o . - by
0 -~ 0 ap 0 - - 0 b

Indication: On pourra considérer Uapplication linéaire pa g : Cp_1[X]XCyq_1[X] = Cppq—1[X]
et qui a (U, V) associe BU + AV ...

(2) Montrer que si A, B,C € C[X] tous de degré > 1 alors R(A, BC) = R(A, B)R(A,C) .

(3) En déduire que:

R(A,B) =al [[ B(\)

i=1

Avec A1, ..., Ap les racines complexes de A non comptés avec leur multiplicité.
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15. Endomorphismes

Dans toute cette section, n > 1 (sauf si spécifié autrement) est un entier et F un R-espace vectoriel
de dimension finie de dimension n.

1. Diagonalisabilité des projecteurs. &

Soit p € L(FE) tel que pop =p. On note P sa représentation matricielle dans la base canonique.

(1) Montrer que r := rg(p) = Tr(p)

(2) Montrer qu’il existe une matrice G € GL,(R) tel que:

_ Ir Or,nfr -1
raf, o

n—r,r Onfr,nfr

2. Endomorphismes nilpotents de rangs maximaux. &

Soit f € L(E) un endomorphisme nilpotent d’ordre n (c’est a dire f* = 0 si et seulement si k > n).
Montrer qu’il existe une base B de E tel que dans cette base la représentation matricielle de f noté F
soit la matrice:

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0
F =

0 0 0 0 1

o
o
o
o
(=]
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3. Théoréme de Maschke. =<

On souhaite montrer le théoréme de Maschke:

Soit G un sous groupe fini de GL,(R), F C E un sous espace vectoriel stable par tout les éléments de G
(on dit que G stabilise F'). Alors F admet un supplémentaire stable par G.

On adopte donc les notations de I’énoncé du théoreme, et soit p € L(E) un projecteur dont I'image
est F.
1
G|

Z gopog ' Montrer que 7 est un projecteur et déterminer son image.
geG

(2) En déduire le théoréeme de Maschke.

(1) On pose ™ =

Cette astuce de poser m comme une sorte de moyenne est appelée... [’astuce de la moyenne. Elle
apparait beaucoup, autant a l’écrit qu’a l'oral. On la mobilisera encore plus tard pour l’étude des sous
groupes finis de GL,(R) (Ezercice 5 du chapitre suivant)...

4. Inversion de Pascal. =

On souhaite montrer I'inversion de Pascal: si (a,) et (b,) sont deux suites complexes tels que pour

tout n € N, on a a,, = Z (:) by, alors pour tout n € N, b, = Z (Z) (—1)"*ay,.
k=0 k=0

(1) On pose ¢ € L(R,[X]) Papplication qui & P(X) — P(X + 1). Montrer que ¢ est bien linéaire,
inversible, et déterminer son inverse.

(2) En déduire I'inversion de Pascal.

(3) On note D,, le nombre de dérangements de &,,, c’est & dire le nombre de permutations n’ayant
pas de points fixes. Déterminer une expression de D,, en fonction de n.

5. Une égalité de projecteurs. & QLT

Soient p, g, trois projecteurs de E tels que p = v/2q + v/3r. Montrer que p = q =7 = 0.

6. Hyperplans de M, (R). = % X

Soit H un hyperplan de M,,(R). Montrer que H N GL,,(R) # 0.

7. Crochet de rang 1. v

Soient (f,g) € L(E)? tel que [f,g] = fog— go f soit de rang 1. Que dire de [f, g]* ?
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8. Automorphisme polynomial. v &
R[X] — R[X
Montrer que IT : [X] [X] est un automorphisme.
P—Po(X+1)+P
9. Interpolation de Bernstein. v &

Soit n € N*. On pose (B} )refo,n] = ((Z) Xk(l — X)""“) )
ke[o,n]

(1) Montrer que cette famille est une base de R, [X].
R, [X] = R[X]

P zn: B}P
k=0

(2) Montrer que B : ( k ) est un automorphisme.

Remarque : on étudie ici la famille des polynémes de Bernstein d’ordre n, déja introduits dans l’ezercice
16 du chapitre des fonctions continues (théoréme de Weierstrass).

10. Constructions d’un projecteur.

Soient £ un R-e.v. et p,q deux projecteurs de F tels que Im p C ker q.

(1) Montrer que Im pNIm ¢ = {0}
(2) On pose r = p+q—pogq. Montrer que r est un projecteur et déterminer son image et son noyau.

11. Logique des noyaux et des images. v
Soient E un e.v. et (f,g) € L(E)%. Montrer les équivalences suivantes :
(1) ker gof=kerf <= ker gNIm f =0
(2) Ingof=Img < E=k%ker g+Im f
12. Condition de codiagonalisabilité. “H 1=

Soient u et v deux endomorphismes de F vérifiant uwov = v o u.

(1) Montrer que Ker(u) et Im(u) sont stables par v.

(2) Pour tout A € K, on note E) = Ker(u—AId). On dit que A est une valeur propre de u si Ey # {0}
et on note Sp(u) 'ensemble des valeurs propres de w.

Montrer que E) est stable par v pour tout A € C.

(3) On dit que u est diagonalisable si F = @ E. Montrer que la somme est toujours directe.
AESP(u)
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(4) Montrer que si u et v sont diagonalisables, alors v, est diagonalisable sur Ey. Conclure.

13. Noyau et image supplémentaires. &

Soient E et F' deux espaces vectoriels, f € L(E, F) et g € L(F, E) vérifiant : fogof = fet gofog=g.

(1) Montrer que Ker(f) ®Im(g) = F.

xT

(2) On pose E =R,[X] et F =R,,_1[X], puis: f(P)= P et g(P): x> / P(t)dt. Montrer que f

et g vérifient les conditions de I’énoncé. Ces fonctions sont-elles inversibles 7

14. Lemme de factorisation. “H1E

Soit E un K espace vectoriel.

(1) Lemme de factorisation : Soit (f,g) € L(E)? tel que ker(f) C ker(g). Montrer qu’il existe h €
L(E) vérifiant g = ho f.

(2) On suppose désormais F de dimension finie et on considére A, B deux sous-espaces vectoriels
de E tels que : dim(A4) 4+ dim(B) = dim(FE). Fabriquer un endomorphisme f € L(E) tel que
ker(f) = A et Im(f) = B.

15. Relation entre endomorphismes. &

Soit E un C-espace vectoriel.On s’intéresse & f € L(F) et p un projecteur de E. On suppose qu’il

existe (A, u) € (C\{0,—1}) x Ctel que: fop—po f=Af+ up. Monter que Ker(p) C Ker(f).

16. Inégalité de Sylvester. & Q1

Soit E, F, G trois espaces vectoriels de dimension finie et n = dim(F). Soit f € L(E, F) et g € L(F, Q).
Montrer que:

rg(f) +rg(g) —n <rg(go f)

17. Caractérisation des homothéties. =

Soit u € L(E) tel que pour tout = € E, u(x) est colinéaire & . Montrer que u est une homothétie.
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18. Commutativité et noyaux en somme directe. %

Soient (u,v) € L(E) tels que uov = vou et ker(u)Nker(v) = {0}. Montrer que pour tout (i, j) € (N*)?,
ker(u?) Nker(v?) = {0}

19. Un endomorphisme de C. “

Soient a,b € C et fup : C — C définie par f,,(2) = az + bZ.

(1)
(2)
(3)

(4)

Vérifier que f, 5 est un endomorphisme du R-espace vectoriel C.
Calculer le déterminant de f,; en fonction de a et b.

Inversement, soit f : C — C un endomorphisme du R-espace vectoriel C. Montrer qu’il existe
d’uniques nombres complexes a et b tels que f = f,p.

Déterminer les complexes a, b pour lesquels f, ; désigne une symétrie vectorielle.

20. Endomorphismes cycliques. * 4H1E x

Soit K = R ou C, E un K-espace vectoriel de dimension n et f € £L(FE). On appel polyndéme minimal
de f le polynéme unitaire Iy € K[X] qui engendre l'idéal {P € K[X],P(f) = 0}. Pour =z € E,
on note Klz] = {P(f)(z),P € K[X]}, et II, le polynéme minimal analogue & x, engendrant 'idéal
{P e R[X], P(f)(x) =0}

Justifier Iexistence de Iy, I, et que les ensembles qui les définissent sont bien des idéaux.
Montrer que K[z] est un K espace vectoriel et déterminer sa dimension.

Soit (z,y) € E?. Montrer que si K[z] NK[y] = {0} alors I, 1, = II, VII,. Généraliser le résultat
a p vecteurs (x1, ...,xp,) € EP

Montrer que si IT, AIL, = 1 alors K[z + y] = K[z] ® K[y]. Généraliser le résultat a p vecteurs
(x1,...,xp) € EP.

Pour cette question, on admettra le lemme de décomposition des noyaux (démontré a ’exercice
15 chapitre 21), affirmant que si (P1, ..., Py,) € K[X]™ sont deux & deux premiers entre eux, alors
on a :

ker (H(H)(f)) = @ker(Pi(f))

=1

Soit @ un facteur irréductible unitaire de Il et o sa multiplicité dans I'écriture factorisée de
IT;. Montrer qu’il existe un x € ker(Q*(f)) tel que I, = Q*.

Montrer qu'’il existe x € E tel que I, = II;.

On dit que f € L(E) est cyclique lorsqu’il existe un x € E tel que (z, f(x),..., f"1(x)) est une
base. Montrer que f est cyclique si et seulement si deg(Ily) = n.

21. Espace vectoriel engendré par les nilpotents. * 1= x
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Déterminer l’espace vectoriel engéndré par les endomorphismes nilpotents de M., (R).

99
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“What has been affirmed without proof can also be denied without proof.”
- Fuclide d’Alexandrie

16. Espaces euclidiens

Dans toute cette section, sauf si spécifié autrement, n > 1 est un entier et E un espace euclidien de de

dimension n muni du produit scalaire (-, -).

1. Inégalité de Cauchy-Schwarz. “H1E
En étudiant un polynéme du second degré, montrer 1'inégalité Cauchy Schwarz :
V (z,y) € B2, [(z,9)| < ||zl - ||yl
Déterminer les cas d’égalité.
v

2. Endomorphismes symétrique et antisymétrique commutatifs.

On considere (f,g) € L(E)? tel que [f, g] = 0z(g) et que les matrices de f et g dans une base orthog-
onale B soient respectivement symétrique et antisymétrique. On dit alors que f et g sont respectivement

symétrique et antisymétrique.
(1) Montrer : ¥V z € E, (f(z),g(x)) = 0.
(2) En déduire : V€ E, ||(f +9) (@)l = [|(f = 9)(2)]].



EXERCICES DE MATHS SUP 101

3. Caractérisation des projections orthogonaux. HTE

Soit p € L(FE) un projecteur. Montrer que p est orthogonal si et seulement si pour tout € E,
[p(@)]] < [l=|

4. Un produit scalaire discret. =y —g

Soit (a,) € [0,1]N. On considére:

C([0,1]) x C(]0,1]) = R
[H : (f.9) = [f.g] = Z f(an;f(an)
n=0

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur la suite (a,,) pour que [-|-] définissent un produit
scalaire sur C([0, 1])

5. Sous groupes finies de GL, (K). 9 * i 74

(1) Soit K un corps commutatif, G un sous groupe fini de (GL,, (K), x). Montrer que G est conjugué
a un sous groupe de O, (K).

(2) En déduire que tout sous groupe fini de GL3(R) est engendré par au plus deux éléments.

6. Quelques inégalités sur les matrices. )

On définit sur M,,(R) le produit scalaire ¢ : (A, B) — Tr(ATB).

(1) Montrer qu’il s’agit bien d’un produit scalaire.
(2) Soit (N, M) € 0, (R)2. Montrer que Tr(N~1M) < n.
(3) Soit (A, B) € S,,(R)2. Montrer que :

e Tr(AB)? < Tr(A%)Tr(B?)
e Tr((AB)?) < Tr(A?B?)
o Tr((AB + BA)?) < 4Tr(A%2B?)

7. Vecteurs a angles obtus. s Q %k

Soit (1, ...,xp) € EP tel que pour tout 1 < i < j < p, (x;]z;) < 0. Montrer que p < n+ 1.
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8. Inégalité d’Hadamard. =T % X

Soit A = [CY,...,Cy] € M, (R) une matrice dont les colonnes sont (C1,..,Cy) € (R™)™. Montrer que:

|det(A)| < JTIC]
i=1

Avec || - || la norme euclidienne canonique.

9. Représentation de Riesz. “H 1=

Soit f une forme linéaire sur E.

(1) Montrer le théoréme de représentation de Riesz :
HNackE, f:x— (x,a)

(2) Soit n € N, (ag, ..., a,) € R"*! deux a deux distincts. Pour tout (A, B) € R,,[X]?, on pose:

n

(A|B) = Aar)B(ax)

k=0

Montrer que (-|-) définit bien un produit scalaire sur R, [X]. En déduire, sans expliciter,
I'existence d'un unique (A, ..., A,) € R™"*! tel que, pour tout Q € R, [X]:

| aw =3 na)
0 k=0

(3) Montrer que pour tout n > 1 il existe ¢, > 0 tel que pour tout P € R,[X], |P'(0)] <
Cnl|Pllso,[=1,1)- Déterminer la limite de (c,) lorsque n — oo.

10. Un produit scalaire continu. )

Soit w € C([—1,1]). Montrer que:
C([=11]) x C([-1 ]) - R

Y (g H/f

définit un produit scalaire si et seulement si w est positif et que ’ensemble de ses zéros ne contient
aucun intervalle d’intérieur non vide.

11. Le simplexe régulier. & 9

Montrer qu’il existe (ug, ..., u,) € E""! vecteurs unitaires tels que :

1
VO<i<j<n, (wu)=——
n
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12. Rayon critique de recouvrement par le cross-polytope. Z Kk

Pour tout « € E et r > 0 on note By(z,r) = {y € E, ||z —y| < r}. Soit (e1,..,e,) une base
orthonormée de E. Déterminer ’ensemble:

13. Matrices de rang 1 (1). # x

On munit M,,(R) du produit scalaire définit & l’exercice 6, et on note I' = {A € M,,(R), rg(4) = 1}.
(1) Déterminer inf ||I, — A|.
Aerl

(2) Pour quelles A € T est-ce que la borne inférieure précédente est atteinte?

14. Bases raisonnablement proches. #o LT

Soit (eq, ..., € ) une base orthonormée de E. Montrer que tout famille de vecteurs (f1, ..., frn) € E™ qui
vérifie || fr, — ex]| < —= pour tout 1 < k < n est libre. Le résultat subsiste-t-il si 'inégalité précédente
n

7

est supposée large?

15. Distance & X3. “H1E

1
Calculer  inf / (t3 — at® — bt — c)?dL.
(a,b,c)eR3 J_4

16. Etude des endomorphismes adjoints. “H1E

Soit f € L(F). On nomme 'adjoint de f I'unique endomorphisme noté f* tel que (f(z),y) = (x, f*(y))
pour tout (z,y) € E?.

(1) Montrer que f* existe et est bien unique.

(2) Déterminer f* pour f:x s (b,x)a — (a,z)b avec (a,b) € E2.

(3) Dans le cas général, déterminer ker(f*) et Im(f*) via f. En déduire que rg(f*) = rg(f).
(4)

4) On pose P,Q € R[X] deux polynomes premiers entre eux. Montrer que ker(P(f)) L ker(Q(f*)).
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17. Adjoint d’une contraction. foa)

On reprend la définition de I’adjoint introduite dans 'exercice précédent. On pose alors f € L(E) tel
que ||f(2)|| < ||z|| pour tout = € E.

1) Montrer que f* vérifie la méme propriété.

3) Montrer que E = ker(f — idg) @ Im(f — idg).

(1)
(2) Montrer que f —idg et f* —idg ont méme noyau.
(3)
(4)

Calculer, pour tout = € E :

122
lim - ka(x)

p—+oo P P

18. Intégrale de f et 1/f unitaire. #y

1
Déterminer les fonctions f € C([0,1],R% ) telles que / f(t)dt
0

I
N
2
fi‘ a
| &
S~—
Il
—_

19. Principe de maximum polynomiale (2). “H® P

(X —a)*

On fixe n > 1, E =R, [X] et @ € R. Pour tout k € [0,n], on pose Hy = o

(1) Montrer que:

E—>R

(P,Q) — iP“’(a)@k)(a)

k=0

()

Est un produit scalaire, et montrer que la famille (Hy, Hy, ..., H;,) forme une base orthonormée
de E pour ce produit scalaire.

(2) Soit zg € C, r > 0, Q € C[X] de degré n > 1. Montrer que pour tout 0 < k < n:

k27 Q(z0 + reie)

— , do
27 Jo rkeikd

Q(k)(zo) =
(3) En déduire une nouvelle démonstration du principe du maximum:

1Qllse,p(0,1) < [|Qlloo,u

20. Théoréme de Cartan-Dieudonné. “H1E

On note O(E) l'ensemble des endomorphismes orthogonaux de F et on fixe f € O(FE). On appelle
réflexion toute symétrie orthogonale par rapport a un hyperplan.
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(1) On munit E de son produit scalaire canonique (:|-). Montrer que pour tout (z,y) € E?
(f(x), f(y)) = (z,y). Interpréter ceci géométriquement.

(2) Soient (u,v) € E? de méme norme. Montrer qu'il existe une réflexion s telle que s(u) = v.
(3) Soit I un sous espace vectoriel de E stable par f. Montrer que F'* est stable par 'adjoint f*.

(4) En déduire le théoreme de Cartan-Dieudonné: tout endomorphisme orthogonal d’un espace Eu-
clidien F est produit d’au plus n réflexions.

21. Déterminant de Gram et distance a une partie. “HiE

Ici, F est un K-e.v. de dimension d. On considere le déterminant suivant :

(x1]z1)  (21]22) . (x1]2n)

VneN" V(z,...,2,) € E", G(z1,...,2,) = <.’L‘2!$1> (w2l2)
: - <xn—1|xn>

G(z1,...,x,) est appelé déterminant de Gram de la famille (z1,...,x,), c’est & dire le déterminant
de la matrice de Gram associée a la famille (z1,...,z,) d’expression My(z1,...,2n) = ((z:|7;)) (i, j)eN, -

(1) Soit (x1,...,2,) € E™. Montrer que la famille (z1,...,2,) et sa matrice de Gram ont méme
rang. En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que cette derniere soit inversible.

(2) Démontrer ces quelques propriétés élémentaires sur G :
eVacK, VieN,, G@,...,0i 1,0 Tiz1,..,Tn) = a>G(x1,...,2y)
e Voc6,, G,y - Tom)) = G(x1,...,2,)
e VieN,, Vaevect({z1,...,z. \{z:}), Gla1, ..., 01, 24T, Tig1, ..., ) = G(a1,...,20)

(3) Montrer que G(z1,...,z,) = 0 pour tout (x1,...,x,) € E™.

(4) On pose || || : ¢ — y/(z|x). Justifier cette définition et montrer que || - || est une norme sur E.
5) Soit (z1,...,z,) € E™. On suppose qu’il existe i € N,, tel que x; soit orthogonal & z; pour tout
J
J € N, \ {i} au sens de (:|-), c’est & dire que (z;|z;) = 0 pour tout j € N,, \ {¢}. Montrer que I'on
a alors :
G(l’l, e ,(En) = H.’EZHQG((El, ey Lj—1, (Ei+1, e ,.’En)

(6) Soient F un s.e.v. strict de F et x € E. Montrer qu'il existe une unique y € E tel que x — y est
orthogonal & tout élément de F' au sens de (-|-) et vérifiant y € F.

(7) On pose dim(F) = s et (f1,..., fs) une base de F'. Montrer que l'on a :

G(xﬂflv"'afs)
G(f1,---y fs)

|z —yll =

(8) On prend ici x € F et on pose z = >_7_, p;f;- Montrer que 'on a :

YV j € Ng, |pj| _ \/G(flaéféjﬁl,x,f}+)1,7l'n)

Remarque : Ces deux derniers résultats sont fondamentaur dans l'étude du déterminant de Gram car
ils permettent d’évaluer la distance entre un élément © € E et un s.ev. F de E (cette distance est
représentée par ||z — y|| ou |p;| dans le cas particulier de la derniére question,).
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(9) Soient (z1,...,2,) € C". On munit C" du produit scalaire canonique, i.e. de (-|-) : (z,y) — Z'-y.
On pose alors || - || la norme associée. Montrer que |det(z1,...,2,)| < ||21]] X -+ X ||znl]-
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“You offer me an opportunity which I eagerly seize to remind you of me while thanking
you for the first volume of your treatise on analysis that you have bestowed on me the
honor of sending to me.” - Charles Hermite to Rudolf Otto Sigismund Lipschitz

17. Primitives et équations différentielles

1. Résolutions classiques. v AHTE

Résoudre les équation différentielles suivantes sur R :

(1) ¥ +2y=—4 (4) Ty + 2y =223 — 5z + 42 — 1
(2) 2y —3y=9 (5) Y +y=ze®
(B) Yy +4y=2"—2c+3 (6) y' — 2y = cos(2z) + 2sin(x)

2. Second membre simple. “H 1=

Résoudre les équations différentielles suivantes sur R :

(1) ¥ + 2%y = —a? 3) - —F 1
(2) 22y —y == 3) 11227 " 1122
3. Modéle de Verhulst. Q &

Soit (r,k) € (R%)?. Déterminer les solutions au modele de croissance exponentielle, proposé par la
mathématicien belge Pierre-Frangois Verhulst :
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(1Y )
Y ry ( L

4. Déterminant différentiel. &

v'oy oy

Résoudre dans R I’équation différentielle (E): |y y” ¢'|=0

/ 1

Y y vy
5. L’équation de la MPSI3. * 1@

Soit f € C%(R) tel que f” + f > 0 sur R. Montrer que pour tout x € R, f(z) + f(z +m) >0

6. Lemme de Gronwall. “H1E

(1) Soit a < b, f, g deux fonctions continues avec g positive, sur 'intervalle [a, b] telles qu’il existe un
C > 0 pour que tout ¢ € [a, b]:

f@<0+/g@ﬂ@%

¢
Montrer que pour tout t € [a,b], f(t) < Cexp (/ g(s) ds)

(2) Soient H : R — R, s-Lipschitzienne, f,g : Ry — R deux solutions de I’équation non linéaire
y' = H(y). Montrer que pour tout « > 0, |f(z) — g(z)| < e**|f(0) — g(0)|. En déduire I'unicité
des solutions au probleme de Cauchy:

y' = H(y)
y(0) =50 €R

7.+ f = o(1). s X

T—>0 Tr—r00

Soit f € CY(R) tel que f'(x) + f(x) — 0. Montrer que f(x) — 0.

8. Equations i retard. & 9

Soit A € R.

(1) Déterminer les solutions & ’équation différentielle f'(x) + f(—z) = e”.

(2) Déterminer les solutions & 1’équation différentielle f'(z) = f(\ — ).
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(3) Déterminer les solutions & ’équation différentielle f(z) +1 = / f(t) dt
0

9. Solutions bornées (1). &0 £

Déterminer les valeurs k € R tel que les solutions de f” + xf’ + f = 0 soient bornées. Il est attendu
de traiter les différents cas relatifs au domaine de définition.

10. Solutions bornées (2). )

Soit g : R — R continue, 27-périodique.

(1) Montrer que 'équation différentielle y — ¢’ = g admet un unique solution bornée sur R qu’on
notera f

(2) Etudier la périodicité de f.

11. Initiation au Wronskien. HTE X

Soient (a,b) € C°(R,R). On va étudier en détail 'équation:
(E): v +a(t)y’ +b(t)y =0

(1) En posant y = gz, montrer que lon peut toujours se ramener & une équation équivalente & (E)
de la forme:

(E"): " +a(t)y=0
Avec g € C°(R,R)
(2) On note Sgr les solutions de ’équation (E’). Montrer que:

. SE/ —)R2
v (0),5(0))

Est un isomorphisme d’espaces vectoriels. FEn déduire que Sgs est un R espace vectoriel de
dimension 2, dont on notera par la suite (u,v) une base.

(3) On introduit le Wronskien: W (u,v) = ‘;L, :j,‘ Trouver une équation différentielle satisfaite par

W et en déduire qu’il est de signe constant sur R.

(4) Théoréme de Sturm: On suppose qu’il existe a < b tel que u(a) = u(b) = 0. Montrer que v
s’annule sur 'intervalle ]a, b[.

12. Quelques primitives. v &

Primitiver les fonctions suivantes:
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(1) z+— aurctan(ac)1 3) « sin(z);if(;t)an(xﬁ (5) z— x> T
(2) x> arctan (z) @) 2 { 6) s — 12
1+ cos(z) Tt -zt =2

13. Technique du roi. °k 3

Soit n > 0, a, R > 0. Calculer les intégrales suivantes:

e 1 B H sin(9)™
L /o 1+ tan™ () 6. @) /_R 1+a® dr. 3) /0 cos(#)™ + sin(g)" d0-

14. Application du lemme des noyaux. “HET O

Soit (ag,...,an) € R™ avec a,, # 0 et on note E = C*(R,R). On considere I’équation différentielle
linéaire suivant sur R:

(E): aoy + a1y + ... + any™ =0
On note D : E — E lapplication qui & f — f'.

(1) Montrer que D est un endomorphisme du R-espace vectoriel E.

(2) On note P(X) = Zaka. P se factorise dans C. On note Z¢(P) I'ensemble de ses racines
k=0

complexes et pour tout A € Z¢(P), on note () sa multiplicité. On a alors:

Px)= [ x-x™

AEZc(P)

En utilisant le lemme des noyaux (exercice 15 P.121), montrer que ’ensemble des solutions &
I'équation différentielle (), noté Sg, est exactement:

Sg= P ker((D - Adg)"™V)
\EZc(P)

(3) En déduire exactement Sg.

15. Probléme inverse. #o

Déterminer une équation différentielles dont les solutions sur R sont les fonctions suivantes :

C+zx

Tr.2 CER

T +—
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16. Membre de gauche dépendant. foa)
(1) Déterminer les fonctions f : R — R dérivable telles que f' + f = f(0) + f(1).
1
(2) Déterminer les fonctions f : R — R dérivable telles que f' + f = / f(z)dz.
0
17. Un systéme cas classique. = a

On considere le systeme différentiel régissant la trajectoire d'un point M = (x,y, z) dans R? suivant :

m// :wy/
Y = —wz'
Z'=0

On pose u = 2’ + 13'. Résoudre le systeme.

Remarque : ce systéme se retrouve trés souvent en physique. Le point M pourrait par exemple étre la
position d’une particule dans un champ magnétique suivant l’axe porté par z. Le paramétre w dépendrait
alors de la masse et de la charge de cette particule.

18. Une identité reconnaissable (1). v

Soit f: R — R dérivable vérifiant : V (s,t) € R?, f(s+t) = f(s)f(t). Que dire de f ?

19. Une identité reconnaissable (2). L
Déterminer toutes les fonctions f : R — R deux fois dérivables telles que :
V(s,t) R f(s+1)+ f(s —t) = 2f(s)f(1)
#

20. Equation différentielle typique.

Résoudre dans R I’équation différentielle suivante : xy’ + y = arctan(z).
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“La physique est l’étude des lois que dieu mous impose. Les mathématiques, c’est
l’¢tude des lois que méme dieu doit suivre.”- J.P. Serre

18. Analyse asymptotique

1. Quelques développements.

Déterminer des développements limités a 'ordre indiqué des fonctions suivantes:

de z— e*J/1+z
de z — sin(z) In(1 4 x)
dez— v1+sinx

de z — (e — 1)sinzx
x

=W N =

de z — 5% — (1 4+ 2)*
de 2+ (sinx)*
de z — tanx

0 3
O OO UDOUDU
SISESTES,

(=2} [\v]
CECCICHCICICCC
oL
@

8
1

,\,\,\,_\,\,\,_\,\,\
=} ot
N~— S N S N N N

2. Un peu plus exotique.

DL3(0) de z + (cosx)/®
DL100(2) de z — z*
DLQ(l) de z — \/E
1
DLy(1) de x —
DL3(1) de exp

™

(1
DL, (—) de x > sin(z) cos(3x)
(E) de z — Vtanzx

14+

3
4
DL3(1) de = +—

DL,

zlnzx

2 —1

(1) On pose (u,) =(1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,5,5,5,5,5, ...). Déterminer un équivalent de (u,) au voisi-

nage de l'infini.

n
1
(2) On note pour tout n > 1 H, = ZE’ et pour tout * > 1: «a(z) = #{n > 1, H, < z}.
k=1
Déterminer un équivalent de «(z) lorsque = — co.

(3) Développement asymptotique a 3 termes de x +— arctan(z).
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3. u, =o(1/n). v/
1 2n
Soit (uy) une suite réelle vérifiant w,, = o () Montrer que Z ur =3 0. Est-ce que la suite
n
k=n-+1

b

uk> converge?
n>0

=

4. ’;sm (nz) P

n
k
Déterminer un développement limité au voisinage de l'infini de la suite <E sin (2>> a la
n
k=1 n>1

précision de o (%)

5. Une équation diophantienne. #

(1) Déterminer un développement asymptotique & 'ordre de o(1/x) de la fonction x — vz* + x3 + 1.
(2) En déduire que I’ensemble {(a,b) € Z2, a® = b* + b3 + 1} est fini.

6. Méthode des petit pas (1). #“ KT X

On fixe ug € R et pour tout n > 0, up41 = sin(u, ). Déterminer un équivalent de (u,) au voisinage de
Iinfini.

7. Méthode des petit pas (2). * X

u

Soit ug = 0. On pose pour tout n > 0, up41 = Uy + e~ “». Déterminer un équivalent au voisinage de

Pinfini de (u,), puis un développement & deux termes.

8. Une suite récursive. &

On pose ug = 0 et pour tout n > 0, up 11 = Vg, + n?
(1) Montrer que u, =n+ O(1).
(2) En déduire que u, =n — % + o(1)

(3) Pousser le développement asymptotique précédent jusqu’a o (%)
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9. Méthode des petit pas (3). * X

1
On pose ug > 0 et pour tout n > 0, up41 = u, + —. Déterminer un équivalent de (u,).
n

10. Développement limité de f~'. & Q

On posef:R—)R,xer“z.

(1) Montrer que f réalise une bijection.

(2) Trouver un développement limité & Pordre 5 au voisinage de 0 de f, puis de g = f~ .

11. Méthode des petit pas (4). & kLT
1 ) . L
On pose ug > 1 et pour tout n > 0, upy; = up, + () Déterminer un équivalent de (u,) au
n(uy,
voisinage de l'infini.
12. Un équivalent simple. v

n
Déterminer un équivalent simple de la suite <Z k!) .
k=0 n=0

=

13. Un exercice exotique. 2l 3 1?
Soit ag > 1, et on définit pour n > 1 par récursivité les termes suivants par la relation:
n
anS, =1 avec S,, = Zak
k=0
Trouver un équivalent de (a,) au voisinage de I'infini.
14. Points entiers dans le cercle de rayon r. “H Q9 *xP

Pour tout r > 0, on note Q(r) = {(m,n) € Z?, m? +n? < r?}.

(1) Déterminer un équivalent au voisinage de Uinfini de Q(r).

(2) (Difficile) En déduire la valeur de 'intégrale de Gauss: / e da.
0
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15. Déterminer le DL de tan. 9

On considere sur R Péquation différentielle (E) : y' = y% + 1. Montrer que tan est solution de E et en
déduire une fagon de déterminer le DL, (0) de tan pour tout n € N.

16. Une quasi-identité. #
11 Q’,‘k
Déterminer le DL15(0) de  +— In (Z k')
k=0
17. Un théoréme d’équivalents classique. v

Soit (uy), (vn) deux suites strictement positives équivalentes au voisinage de 'infini ne tendant pas
vers 0. Montrer que les suites (In(uy,)) et (In(v,)) sont équivalentes au voisinage de I'infini.

18. Relations logiques. %

Soit ((un)nen, (Vn)nen) € (RM)? avec (v,)nen une suite non nulle. Y-a-t-il une relation logique entre
les deux assertions suivantes : u, 2 vn et u, = v, + +o (1). Justifier.
oo (o)

19. Points entiers de z + In(x). v

(1) Montrer que z + In(z) = n admet une unique solution strictement positive pour tout n € N.

(2) On note (un)nen la suite de ces solutions. Montrer que u,, ~ n.
n—-+oo

(3) Montrer que u,, =n —1In(n)+ o (1).

20. Solutions a I’équation tan(z) = z. & K AT

m i
Pour tout n > 0, on note x,, 'unique solution sur l'intervalle I,, = }—5 + nm, 5 + mr[ a I’équation

tan(z,) = op. Déterminer un développement limité & 'ordre 3 de (z,,).
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Guido Fubini

19. Séries et familles sommables

1. Lemme de Dirichlet.

o= P

Soit o € R\Q, N > 1.

(1) Montrer qu’il existe 0 < i < j < N tels que [{ai} — {aj}| <

1
N avec {z} la partie décimale de
z € R.

(2) En déduire le lemme de Dirichlet: pour tout o € R\Q, il existe une infinité de rationnels de la
forme p/q avec p A ¢ = 1 vérifiant:

1
q q
1
(3) On admet que 7 est un nombre irrationnel. Déterminer la nature de la série Z —_—
n?sin(n)?
n>1
2. Des contre exemples. e Q

(1) Trouver deux suites (an), (bn) tels que a, ~ by, au voisinage de I'infini et que >, -, a, converge
et >, bn diverge.

(2) Trouver une suite (c,) tel que g ¢, converge mais la suite (n®c,, ) n’est bornée pour aucun « > 0.
n=0

n
n=0

1
(3) Soit (d,,) une suite de réels décroissante tel que Z d,, converge. Montrer que d,, = o ( )



EXERCICES DE MATHS SUP 117

3. Critére de Raabe-Duhamel. “H QT

(1) Soit (a,) € (R*)N tel qu'il existe un A > 0 vérifiant:

Ap+1 - 1

o 1-3+0(k)

Montrer I'existence d’'un C' > 0 tel que a, ~ Cn>.
(2) Soit (uy) € RY tel qu'il existe (a,b) € R? tel que:

bnt1 n+a

by, n+b
Pour quelles valeurs (a,b) € R? la série de terme générale (u,,) converge-t-elle?
(3) Soit z,y > 0, et on pose:

_ z(14+2z2)(2+z)...(n + 2)
" y(14+y)...(n+v)

Montrer que la série de terme générale (u,) converge lorsque y > = + 1 est est divergente si
y<ao+1

4. Critere d’Abel. “H=

(1) Soit (a,), (b,) € RY deux suites, et notons:

An = zn:ak Bn
k=0

Montrer la transformation d’Abel:

I
o>
=

n n—1
Zakbk =a,B, + Z(ak — ak+1)Bk
k=0 k=0

(2) En déduire le critere d’Abel: si (a,) est décroissante et tend vers 0 et B, est bornée, alors on a
que:

n
E arby converge
k=0

(3) Montrer alors le critére de Leibniz, et déterminer les valeurs 6 € [0, 27| pour lesquels la série S(0)
est convergente:

S(0) = Z sin(nf)

5. Quelques séries (1). #

Soit avec f € C2([0,1]). Déterminer la nature des séries suivantes:

1) Zf (i) @) Zcos(l::(n)) 3) Z \coi(n)|

n>1 n=1 n>1
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6. La série de terme générale |cos(n)|". # QK s

La série de terme générale (] cos(n)|™) converge-t-elle?

7. Une symétrie surprenante. #o
foo en too zbn
Soient z € C tel que |z| < 1 et (a,b,c) € (N*)3. Montrer : Z Tt = Z T anre
n=0 n=0
8. Somme des inverses des quasi-carrés. #o
1
Prouver 'existence et déterminer la valeur de Z .
2 2
iy @A)+ +1)
9. Power trick. * X

Soit (u,) € FL(N)NRY, 0 < p < ¢ tel que:
o0 o0
Zuflglet Zu%él
n=0 n=0

oo
Montrer que pour tout r €]p, ql, Z up <1

n=0

10. Familles indénombrables. &

Soit I un intervalle de R, f : I — R continue et non identitquement nulle. Montrer que Z fli) =400
iel

11. Critere de d’Alembert (2). =

un+l

Unp
(un) € £(N) lorsque £ < 1, que la sérié de terme générale diverge grossierement pour ¢ > 1 et que
le cas £ = 1 ne permet pas de conclure en donnant des contre exemples.

(1) Soit (u,) € (C*)N. On suppose qu’il existe £ > 0 vérifiant lim

n—oo

= {. Montrer que

(2) Soit P € R[X], z € C. Déterminer la nature des séries suivantes:

(a) Z %7: (b) Z Pg(:) (c) Z M

n=0 n>0 n>=0
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12. Quelques séries (2). # QX
Déterminer la nature des séries suivantes
(=1)tn(m)] nsin(In(n)) (3) > sin((1+ v2)"m)
A 2 -)'—
m > (2 D (- — P
n>1 n>1
13. Initiation & la fonction ¢ de Riemann. “H =
P 1 = L
our tout s > 1 on pose ((s) = Z -
n=1
(1) Montrer que ((s) est bien définit pour s > 1.
(2) Montrer que la fonction s — ((s) — est bornée au voisinage de 1.
(3) Montrer la convergence, puis calculer les séries suivantes:
¢(k) -1
pRLUELIN STE
n>2 k=2
14. Un calcul de série. & X 1@
o~ (=1)"In(n)
Calcul —t
alculer nz::l -
15. Un oral des mines. “H & LT
Soit f: Ry — R% de classe C* vérifiant:
!
lim f(z) = —00
wsoo f(2)
Montrer que la série Z f(n) converge et donner un équivalant lorsque n — oo de R,, = Z f (k)
n=0 k=n
16. Série convergente d’une série divergente. “H 1=

n
Soit Z U, une série & termes strictement positifs divergente. Pour tout n > 0 on note S,, = Z Uk -
k=0

n=0
Discuter en fonction du parametre o € R la nature de la série:
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Un

Sa

n>0 "M

17. Séries de Dirichlet. & k1=

Pour tout (a,) € CY, on appelle série de Dirichlet associée a (a,,) I'expression:

oo

D((an))(s) = ) —

n=1

Lorsque cela a bien un sens. Il est alors évident que D((1))(s) = ((s) par exemple. On se propose ici
de montrer quelques résultats basiques a propos des série de Dirichlet.

(1) Soient (an), (by) deux suites & valeurs complexes tels que leurs séries de Dirichlet convergent pour
tout s > 1. Montrer que:

D((an))(8)D((bn))(s) = D((en))(s) avec Vn € N, ¢, = (a xb), = Zadbn/d

d|n
oo
o d(n) .
(2) En déduire la convergence et valeur de E —— pour tout s > 1 avec d(n) le nombre de diviseurs
n
n=1

de n.

(3) On note u la fonction de Mobius introduit & Pexercice 19 chapitre 2. Montrer que, pour tout
s> 1:

1
(4) En déduire que pour tout s > 1, {(s) = H ( )
pEP

18. Quelques séries (3). *

1
(1) Soit v : N* — N* Une bijection. Quelle est la nature de Z ry(n) ?
n>=1

(2) On note d(n) le nombre de diviseurs de n et ¢ U'indicatrice d’Euler. Déterminer la nature des
séries suivantes et calculer leur valeur dans le cas de convergence:

d(n n _1\k
Eh3 @ ¥ 5 & Y

n>1 n=1 n=0

19. Théoréme de Riemann.

Soit (a,) € RY une suite telle que la série associée est semi convergente, c’est & dire que (a,,) ¢ ¢*(N)

mais que Z an est convergente. Montrer que pour tout a € R, il existe v : N — N une bijection telle

n=0
que:
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Z Oy(n) = @

n=0

20. Critere de Condensation de Cauchy et séries de Bertrand.

Soit (ay) une suite réelle décroissante tendant vers 0.

(1) Montrer que les séries E a, et g 2™ aon sont de méme nature.
n=0 n=0
1

(2) En déduire la nature de la série Z m ()
n®ln(n

n>=2

en fonction des parametres («, ) € R?

121

©HTE
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Upon hearing that one of his students had dropped out to study poetry : “Good, he did
not have enough imagination to become a mathematician” - David Hilbert

20. Fractions rationnelles, arithmétique des polynémes

1. Irréductibilité dans Q[X]. v

(1) Montrer que le polynome X + X + 1 est irréductible sur Q[X].

(2) Exhiber un polynéme de degré 4 qui est réductible sur Q[X] mais n’a pas de racines dans R.

2. Un lemme utile (1). a2

Soit P € Q[X], P(0) #0, P(X) =a, X" — Zaka. On suppose que Zg(P) # 0. Soit p/q € Zg(P),
k=0
avec p A ¢ = 1. Montrer que plag et que glay,

3. Lemme de Gauss sur les contenus. “H1E

Pour tout P € Z[X], P(X) = ZaiXi, on note C'(P) = /\ a;.
i=0 i=0

(1) Lemme de Gauss: Montrer que si (P,Q) € Z[X]?, on a C(PQ) = C(P)C(Q).

(2) En déduire que si P € Z[X] et que P = AB avec (4, B) € Q[X]? alors il existe (4, B) € Z[X]?
tel que P = AB.

(3) Montrer que si (A, B) € Q[X] sont unitaires et vérifient AB € Z[X], alors (4, B) € Z[X]%.
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4. Criteére d’Eisenstein.

123

x

n
Soit P € Z[X]. On note P = Z a; X" et on suppose quil existe un p € P vérifiant:

i=0
e Pourtout 0 <i<n—1, p\ai mais p { a,

‘pQJfao

Montrer que P est irréductible sur Q[X].

5. Division euclidienne de polynoémes.

(1) Soient a € Ret P = H(X sin(ka) + cos(ka)).
k=1
Calculer le reste de la division euclidienne de P par X2 + 1 dans R[X].

(2) Donner une condition nécessaire et suffisante sur (p, q) € R? pour que A = X? + pX + ¢ admette

un zéro multiple.

6. Initiation aux polynémes cyclotomiques.

2m
Pour tout n > 1, on note (,, = exp | — |, et on pose:
n

@, = H (X_df)

kAn=1

(1) Déterminer &, pour p premier.

(2) Montrer que X" —1 = H ®,4(X). En déduire que ®,, € Z[X] pour tout n > 1.

d|n

“ 9 *X=

(3) On va montrer que ®,, est toujours irréductible dans Q[X]. On note ¢ une racine primitif de U,
et pour tout « algébrique sur Q, Ilg o son polynéme minimale. Montrer que ®,, est irréductible
sur Q[X] si et seulement si pour tout p premier avec n nombre premier, Ilg ¢» = Ilg ¢.

(4) On raisonne par 'absurde en supposant que Ilg ¢ # Ilg ¢» pour un certain p premier, premier
avec n. Montrer qu’il existe alors un polynome S € F,[X] tel que S?|®,, dans F,[X].

(5) Conclure.

(6) Trouver les r € Q tels que cos(nr) € Q, puis les r € Q tels que cos(7r) soit irrationnel quaratique.

7. Une famille de polynémes irréductibles.

Soit n > 2, p € P. Montrer que P = X" + pX + p? est irréductible sur Q[X].
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8. Décompositions en éléments simples (1). TS

Soit P € C[X] tel que P(0) # 0. Calculer les sommes suivantes:

m Y 5 ® Y o ® Y wo

)\EZC(P) >\ )\GZ@(P) )\GZC(P)

9. Décomposition en éléments simples (2). v

Déterminer la décomposition en éléments simples des fractions rationnelles suivantes:

1 1 1
O ¥x 1. = @) ®) 7

Avec T, le n-ieme polynéme de Tchebychev (exercice 3 chapitre 3).

10. Polynomes scindés dans R. “H Q=

(1) Soit P € R[X] scindé a racines simples dans R. Montrer que P’ est également scindé & racines
simples dans R.

(2) Soit P € R[X] scindé & racines dans R. Montrer que P’ est également scindé & racines dans R.

11. Gauss-Lucas (1). & Q X

Soit P € C[X], A une droite du plan complexe qui sépare ce dernier en deux demi plans ouverts H;
et Hy. Montrer que si P’ admet une racine dans Hy, alors P(H;) = C.

12. Gauss-Lucas (2). #“H Q X

Déterminer le plus grand entier n > 2 tel que les racines non nuls de (X + 1) — X™ — 1 soient de
module 1.

13. Eléments de GL,(Q) d’ordre fini. * *x

L’exercice suivant est pour le pur plaisir et pas réellement accessible avec les outils de sup. Attaquez
le avec courage!

On fixen > 1.
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(1) Soit m > 1. Montrer qu’il existe un g € GL,(Q) d’ordre m si et seulement si il existe s > 1,
S

(di,...,ds) € (N*)* tel que m =dy V... Vds et Zcp(di) =n.
i=1

(2) Soient r > 1, (p1,...,pr) € P", m = Hpi' Montrer qu'’il existe g € GL,(Q) d’ordre m si et
i=1

s
seulement si g pi—r<n
i=1

(3) On fait varier n: pour tout n > 1, on note f(n) 'ordre maximale d’un élément de g € GL,,(Q).
Montrer que:

In(f(n)) ~ /nIn(n)

14. Racines multiples de P’. # Q ins

Soit P € R[X] scindé sur R. Montrer que tout racine multiple de P’ est racine de P.

15. Lemme des noyaux. “H 1=

On souhaite montrer le lemme des noyaux: Soit E un espace vectoriel de dimension finie n, P, ..., Py €
R[X] deux & deux premiers entre eux, f € L(E). Alors:

Vi Y4
ker (H R-(f)) = _EBker(R-(f))

(1) Montrer que si le résultat est vrai pour deux polynémes (P, Q) € R[X] premiers entre eux, alors
le résultat se généralise facilement par récurrence.

(2) On se concentre alors sur le cas £ = 2. Soit (P, Q) € R[X]? avec PAQ = 1. Montrer d’abord que
ker(P(/)) N ker(Q(f)) = 0

(3) En déduire que ker((PQ)(f)) = ker(P(f)) + ker(Q(f))
(4) Conclure.

(5) Application: Soit f € L(E) tel que sont polynéme minimale soit simplement scindé. Montrer
que f est diagonal dans une base que 1’on déterminera.

16. Un bon contre exemple. “ Q

Soit p un nombre premier.

(1) Montrer que {22, = € [Fy, } est un sous groupe de (I, x) et trouver son cardinal.
(2) En déduire que pour tout p premier, au moins —1,2 ou —2 est un carré de Fj,.

(3) Montrer que X%+ 1 est irréductible sur Q[X] mais que pour tout p premier il est réductible dans
Fp[X].



126 JACQUES J. TARR, VICTOR M. KALFON, GABRIEL T. MURILLO

17. L’espace A[X} ¥* v

On note A I’ensemble des nombres algébriques de C, c’est a dire les éléments de C qui admettent un
polynéme annulateur dans Q[X].

(1) Montrer que A est un Q-espace vectoriel. Quelle est sa dimension?

(2) Soit P € A[X]. Montrer que P admet une racine dans A.

18. Un lemme utile (2). Q

Soit P € Q[X] irréductible et non nulle. Montrer que P est & racines simples.

19. X" —-1AX" -1, v

(1) Soient (m,n) € (N*)2. Déterminer X" — 1 A X™ — 1.
(2) Soient (m,n) € (N*)2. Déterminer X" — 1V X™ — 1.

20. Calcul de produit. )

n—1
k
Calculer, pour 6 € [0, 27| le produit TI(4) = H sin (ﬂ + 9)
n
k=1

21. Gauss-Lucas (3). £ K s

Soient n > m > 1 des entiers. On note A, ,, 'ensemble {P € C,[X], X™"|P et z € C*, P(2) =0 =
|z] > 1}. Déterminer la borne inférieure de I’ensemble:

{lz|], z€ C*, 3P € A, m, P'(2) =0}

22. La suite P + % & Q Kk ins

1
Soit P € Q[X] non constant. Montrer que pour une infinité de n > 1, P + — est irréductible dans
n

Q[X].
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Ralph Henstock et Jaroslav Kurzweil

21. Intégration

1. Borne inférieure d’une intégrale. #
Soient (a, 3) € R? et (a,b) € R? tel que a < b. On considere :
b
E={f €C(lat) | fla) =act f(t) = eve =t [ f(o2a
€ a
Montrer que e existe et est atteint par une affine.
2. Primitives a la Riemann. &
b
Soit (a,b) € R? tel que a < b. Calculer / e®dx via les sommes de Riemann.
a
3. Une suite d’intégrales. =T %

1
Pour tout n € N on pose I,, = / 2"/ 1 — x22dx.
0

(1) Calculer Iy et I.
n—1

——1I,,_o. En déduire la valeur de I,, pour tout n € N.
n+2

(2) Montrer : Vn > 21, =

(3) Etudier la suite (I,,)nen.

(4) Montrer que n(n + 1)(n + 2)I,I,—1 est une constante et déterminer sa valeur. En déduire un
équivalent de I,, au voisinage de +oo.
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4. Méthode des trapezes. HTE

Soit a < bet f € Ct([a,b],R).

n—1
b—a
(1) On pose pour tout n > 1 S, = % Z f (a + k> Déterminer la vitesse de convergence de
n
k=0
(Sy) ainsi que sa limite.

(2) On suppose f € C*([a,b],R), et on pose pour tout n > 1:

T”_zlnnzl<f<a+"~‘b;a>+f<a+(k+1)b;“>>

k=0

Déterminer la vitesse de convergence de (7},) ainsi que sa limite. Donner une interprétation
géométrique a ce résultat.

5. Vitesses de convergence. & Q 1@

Soit k > 1 et f € C*(R,R), 1-périodique. On note pour tout n > 1:
n—1
1 k
Sp = — —
n§:f<n>
k=0

C
< — pour tout
n

/Olf(t) dt -5,

(1) On suppose que k = 2. Montrer qu’il existe un C' > 0 tel que
n>1
(2) Généraliser le résultat précédent pour k > 3.

(3) Que diresi f € C*(R,R)?

6. Deux limites. &

Soient a < b et f € C%([a,b],R). Trouver un équivalent de (I,,) et la limite de (J,,), définit pour tout
n>1:

1 1
In:/o FOE dt et an/o £ dt

7. Inégalité sur le cercle. & Q

Soit P € C[X], P = Zaka. Montrer que:
k=0

max(|ag), ..., |an|) < max|P(2)]
zeU
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8. Initiation & la norme infinie. a

Soit a < b deux réels et f € C°([a,b],R). On note || f|lco = sup e[y [f(x)|. Montrer que:

b o
( [ 1sor dt) "

9. Inégalité de Holder. 9 *x=

1 1
Soient a < b deux réels, (f,g) € C°([a,b],R), p > 1 et ¢ > 0 tels que — + = = 1. Montrer que:
P q

b b % b %
[ 1500 de < ( [ isor dt) ( [ 1store dt)

On pourra utiliser 'inégalité de Young

10. Inégalité de Minkowski. 9 *x=

On reprend les notations de la question précédente. En utilisant habilement 1'inégalité de Holder,
montrer I'inégalité de Minkowski:

(/ () + gt |Pdt> (/ 0 |pdt>;+<[1bg<t>pdt>;

11. Dérivées uniformément bornées. Q *

Soit f € C*°(R,R). On suppose qu'il existe un polynéme P de degré impair tel que pour tout n > 0
et pour tout z € R, | (x)] < |P(z)|.

(1) Montrer que f est la fonction nulle.

(2) Le résultat subsiste-t-il si P est supposé de degré pair?

12. Comparaison polynomiale. %

b
Soient a < b deux réels, f € C°([a,b],R). On suppose que pour tout 0 < k <n — 1, / f(t)t* dt =o.
a

Montrer que f change de signe au moins n fois sur ]a, b|.
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13. 7 <em. v
Td
(1) Calculer / o
e
(2) En déduire que 7° < €™
14. Inégalités intégrales (1). HTE
Soient a < b deux réels.
(1) Soit f € C*([a,b],R). Montrer que pour tout z € [a, b]:
1 b b
f@I< s [l [
(2) On suppose que f(a) = f(b) =0, et on note M = sup,¢, 4 |f'(z)]- Montrer que:
b 2
M(b—
[ sraf < e
@ 4
et étudier le cas d’égalité.
15. Inégalités intégrales (2). & QI LT

Soient a < b deux réels, f € C1([a,b],C) tel que f(a) = 0. Montrer les deux inégalités suivantes et

caractériser les cas d’égalité:

b _a)2 b
W [1wr e S [irwp e

@ [wswias (250) [1ror e

16. Inégalité de Young.

Soit f : Ry — R dérivable, strictement croissante et vérifiant f(0) = 0.

(1) Montrer que pour tout = > 0:
d f(@)
| rwdes [ a=of@
0 0
(2) En déduire que pour tout a,b > 0:

a b
/f@ﬁ+/f”@ﬁ>@
0 0
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17. Etude d’une suite. a

n

n
Pour tout n > 1 on pose u,, = g _
2 2

—n +k

équivalent de (¢ — uy,) lorsque n — oco.

Montrer que (u,) converge vers une limite £ et trouver un

18. Fonction f§. “H =

Pour tout (a,b) € N2, on pose:
1
Bla,b) = / (1 — ) do
0

b
(1) Montrer que pour tout a > 0, b > 1, S(a,b) = Tﬁ(a +1,b-1)

+1
ald!

2) En dédui L Py
(2) En déduire que f(a.b) = ==y,

b

b\ (—1)F a!b!
) _

(3) Montrer que pour tout (a,b) € N, Z (k) atk+1  (a+b+1)

k=0

(4) Pour o > 0 et n € N*, montrer l'identité:

n

/1(1 — )" dx = nn!ia
0 H(ak+1)

k=1

19. Intégrales de Wallis et équivalent de Stirling. “H1E

Pour tout n > 0, on pose W,, = /2 sin(9)™ db.
0

3
(1) Montrer que pour tout n > 0, W,, = / cos(0)"™ df
0

(2) Montrer que la suite (W,,) est décroissante. En déduire qu’elle converge.

n+1

(3) Montrer que pour tout n > 0, W42 = P~

que de n de Wgn et W2n+1.

W,,. En déduire des formules explicites ne dépendant
(4) Déterminer un équivalent lorsque n — oo de (W,,).

(5) En déduire que n! ~ v/27mn (g)

20. Intégration de deux puissance décalées. #

b
Déterminer, pour tout (a,b) € R? avec a < b et pour tout (p,q) € N?, I, , = / (x — a)P(z — b)dz.
a
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“At any moment there is only a fine layer between the ’‘trivial’ and the impossible.
Mathematical discoveries are made in this layer.” - Andrey Nikolaevich Kolmogorov

22. Dénombrement et probabilité

1. Parties sans paires. faa)

Soit (n,p) € N* x N. On note F? I’ensemble des parties de N,, de cardinal p ne contenant aucune paire
d’entiers consécutifs et K2 = |FP|.
1
(1) Déterminer K? pour p > %
(2) On suppose maintenant p < (n + 1)/2. Soit (a1,...,ap) € FP tel que a1 < --- < ap. On pose,
pour tout k € Ny, by = ap +1—k. Montrer : 1 <b; <---<b, <n+1-p.

3) On note GP I’ensemble des parties de N,, 11, de cardinal p. Construire une bijection entre FP
n +1-p J n
et GP. Déterminer ainsi KP.

2. Evénements toujours dépendants. v &

Soit un univers 2 d’un espace probabilisé tel que || soit fini et premier. On choisit un modele
d’équiprobabilité sur cet univers. Prouver que deux événement non triviaux (i.e. non égaux a (j ot ) ne
peuvent étre indépendants.

3. Inégalité d’indépendance. QL

Soit © un univers d’un espace probabilisé, A, B deux événements. Montrer que:

[P(A)P(B) - P(ANB)| <

g
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4. Inégalité du train. & 9

Soit a1 < ... < ap et by < ... < by, a = (aq,...,a,), b= (b1,...,b,). Pour toute permutation o € &,,, on
note (ab), le n-uplet (a1by(1), ..., Gnbo(rny). Finalement, pour tout X = (z1,...,x,) € R” n-uplet, on note
1(X) sa moyenne:

17’L
X)== ;
w(X) n;x

(1) Montrer que mingcg, p((ab)s) < p(a)u(d)
(2) Montrer que p((ab)s) < p((ab)a) quelque soit o € &,

5. Polynémes aléatoires dans F,[X]. # K s

Soit n > 1. On note P une variable aléatoire a valeurs dans les polynomes unitaires de degré n de
[F,[X] suivant une loi uniforme. On note N le nombre de racines de P et N’ le nombre de racines de P
comptés avec multiplicité.

(1) Montrer que E(N) =1, et calculer V(N).

(2) Mont E(N') = 22P "
ontrer que =
q [

6. Marche aléatoire dans Z. “H Q=

Soit (X,,)n>0 une suite de variables aléatoires suivant une loi uniforme dans {—1,1}. Pour tout n > 0,

on pose S, = ZXk.

k=0
(1) Trouver la probabilité P(S,, = k) pour tout k € Z.

(2) Déterminer un équivalent au voisinage de 'infini de P(S,, = 0).

7. Deux dés pipés. & QLT

Montrer qu’il est impossible de piper deux des a six faces de telle sorte que la somme des faces roulés
suivent une loi uniforme sur [2,12].

8. Déterminant aléatoire. # Q

Soit n > 1 et (X; ;j)1<i,j<n une famille de variables aléatoires discretes indépendantes centrées réduites.
On note X = (X, ;) € M,(R) la matrice associée et D = det(X) une variable aléatoire.

(1) Déterminer E(D) et V(D).
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L 1

(2) En déduire que pour tout a > 0, P(|D| > avn!) < —

a

(3) Montrer qu'il existe M € M,,({—1,1}) tel que det(M) > v/n!

9. Merci Bartho! &

Soit p €]0,1[, n > 1 et X < B(n,p). Déterminer Jmax P(X = k).

10. Inégalité factorielle. Q

Soit n > 1 et {1, ...4; des entiers naturels tels que £1 + ... + £, = n. Montrer que:

k
k!Hm <n!
=1

11. Ensembles a représentations infinies. AN 3 1@ <

On dit que A C N* est a représentations infinies si pour tout C' > 0 il existe un entier N qui peut
s’écrire comme la somme de deux éléments de A de plus de C manieres différentes.

(1) Montrer que si f : N* — N* est strictement croissante et vérifie f(n+1) — f(n) = O(f(n)®) pour
un « € [0,1/2[ alors ’ensemble f(N*) est & représentations infinies.

(2) On note 7(n) le nombre de nombres premiers plus petit que n. Montrer qu’il existe une constante
C > 0 tel que pour tout n > 2 :

(3) En déduire que I'ensemble des nombres premiers est & représentations infinies.

12. Un théoréme d’Erdos. & Kk 1@ <&

Soit K un corps fini. On dit que K C K est sans somme lorsque pour tout (ky, k2) € K2, ki +ko ¢ K.
(1) Soient A, B deux parties non vides de K* et X — U(K*). On pose alors N = |[AN X B|. Calculer
E(N).
(2) En déduire que si B est sans sommes alors A contient une partie sans somme de cardinal égale
A 1B
Iy

au moins a

(3) Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers de la forme 3k + 2.

(4) Soit p un nombre premier de la forme 3%+ 2. Construire une partie de I sans somme de cardinal
k+1.
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(5) En déduire que pour toute partie A C Z, A contient une partie sans somme de cardinal strictement

A

supérieur a 3

@J*x

13. Nombre de cycles dans les permutations.

(1) Soient n € N*, Uy,...,U, des variables aléatoires indépendantes telles que, si ¢ € [1,n], U; ~
U([1,4]). Déterminer la loi de la permutation aléatoire

c=(1U1)o(2Uz)0---0(nUy,).

(2) Soient n € N*, 0, une variable aléatoire suivant la loi U(&,,), C,, le nombre de cycles de o,,.
Montrer que 'on a

ou By,..., B, sont des v.a.d. indépendantes telles que, pour tout i € [1,n], B; ~ B (%)
(3) Déterminer, pour & > 0, la limite lorsque n tend vers +oo de

P([ns -1 =)

In(n)

14. Inégalité de Hoeffding. # K& LT

On va montrer ici le fameux inégalité de Hoeffding, un classique des concours Mines/X/ENS et
un résultat célebre pour ses hypotheses laxistes et sa démonstration élémentaire. Elle constitue une
amélioration surprenante de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

(1) Soit X une v.a.d telle que | X| < 1 P-p.s et E(X) = 0. Montrer que:

vt € R, E(e'*) < cosh(t)

(2) En déduire la majoration E(e!X) < e

(3) On va maintenant commencer a montrer I'inégalité de Hoeffding: Soit (X,,)n>0 des v.a.d centrées,
indépendantes, (cx) € R tels que pour tout k > 0, | Xi| < ¢ P-p.s. Alors, pour tout € > 0:

2 n
P(|Sy| >¢e) <2exp | — i avec SH:E:X;€
k=0

t2a -
Dans un premier temps, montrer que P(S,, > €) < exp <2 - ts) pour ¢t > 0, avec a = Z cﬁ
k=0
(On pourra commencer par remarquer que P(S,, > ¢) = P(etS» > €!¢) puis appliquer Markov.)

2
(4) En déduire que P(S,, > ¢) < exp <;> Trouver une inégalité similaire pour P(S,, < —¢).
a

(5) Conclure.
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(6) Comparer I'inégalité de Hoeffding a I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev dans le cas ou pour tout
k>0, Xy — B(p) avec p €]0,1].

15. Formule du crible et application.

“H X1

(1) Soit € un ensemble non vide et (A;);>1 une suite de parties finis de . Montrer que:

n n k
(=S s A
i=1 k=1 h<o<in |lj=1
(2) En déduire 'inégalité de 1'union: O Al > z": |A;| — Z |[A; N A
i=1 j

i=1 1<i<j<n

(3) Soit A € M,,({0,1}) une matrice binaire ayant k coordonnées égale & 0. Montrer que si k < n,
alors:

2n

perm(4) <t (1- 5 )

Avec perm(A) = Z ﬁaip(i)

ceG, i=1

16. Urnes d’Ehrenfest.

v & LT

Soit N > 1. On considere deux pieces A et B séparées par une trappe, ou A contient 2N boules et B
est vide. On ouvre la trappe, et a chaque instant n une boule est choisie aléatoirement et placée dans la

piéce opposée a celle ou elle se trouve. Soit X, la variable aléatoire désignant le nombre de boules dans
la piece A apres n itérations, et Z, = X,,/2N.

(1) Montrer que:

N —k—1 N — k
P(Xy > k) = P(Xyo1 > k1) + =Py = k4 1) + = P(X1 = )

1
(2) En déduire que E(X,,) =1+ (1 - N) E(X,-1)

(3) En déduire un équivalent de E(Zsp+) lorsque t — co. Donner une interprétation physique.

17. Espérance de la norme.

Soit n > 1 et soit X,, — U({0,1}™), || - || la norme euclidienne. Montrer que:
IXull _ V2

Ve>0, P il e = o))
oo ([ ) s

On dit que X,,/\/n converge en probabilité vers /2/2.




EXERCICES DE MATHS SUP 137

18. M,, = min(Xjy, ..., X,). “H 1

Soit N > 1 et (Xj)i>1 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi sur {1, ..., N}
telle que, pour tout k € [1, N], P(X; = k) > 0.

(1) Pour tout n > 1, on note M,, = min(Xy,..., X,;). Déterminer P(M,, = 1) et en déduire sa limite
lorsque n — oo.

(2) On note T' = m>1111{Mn = 1}. Déterminer la loi de T ainsi que son espérance E(T).

19. Probléme du collectionneur. “H 1

Chaque paquet de céréales contient une vignette a collectionner, que I'on ne découvre qu’a I'ouverture
du paquet. On se demande combien il faut ouvrir de paquets pour posséder au moins un exemplaire
de chacune des n vignettes. On décompose ce nombre en N,, = 71 + 75 + ... + 7, ou T est le nombre
de paquets supplémentaires nécessaires pour obtenir k vignettes différentes quand on en a déja k — 1
différentes.

(1) Justifier que 7 suit une loi géométrique, dont on précisera le parametre.
(2) En déduire l'espérance de N,, et en donner une valeur approchée.

(3) On admet que les variables aléatoires (7%)1<r<n sont indépendantes (le justifier intuitivement).
a) En déduire la variance de N,, et montrer que V(N,,) < Cn? pour une constante C'.
b) En déduire que, pour tout € > 0 :

P(|N, — E(N,)| > enln(n)) — 0
“(

20. Nombres de Catalan. 9 *

Puis, pour tout ¢’ >0 :

nln(n) n—0

Ny,
—1‘>£’) —0

On se place sur une grille dont les noeuds sont de coordonnées entieres.
On considere les chemins de cette grille que 'on peut obtenir uniquement en se déplacant d’un nceud
(z,y) aux neeuds (z + 1,y + 1) ou (z + 1,y — 1). Pour n € N*| on s’intéresse aux chemins de Dyck de
longueur 2n, c’est-a-dire aux chemins qui relient les points (0,0) et (2n,0) sans jamais passer en dessous
de I'axe des abscisses. On appelle nombre de Catalan C), le nombre de chemins de Dyck de longueur 2n.

(1) On pose Cy = 1. Justifier que 'on a: Vn € N, Cpy1 = Z Cr-Ch_g.
k=0

1 2n
(2) Démontrer par récurrence que pour tout n € N, on a : C,, = ) < >
n

(3) Retrouver ce résultat par un raisonnement combinatoire.
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“It is by logic that we prove, but by intuition that we discover.” - Henri Poincaré

23. Topologie dans R"

Dans ce chapitre, (E, || - ||) désigne toujours un R-espace vectoriel normée.

1. Quelques contre exemples. v

Soit (E,| -||) un R-espace vectoriel normée.

(1) Montrer que I'union quelconque d’ouverts est un ouvert et que I'intersection fini d’ouverts est un
ouvert. Trouver un contre exemple a 'affirmation “L’intersection dénombrable d’ouverts est un
ouvert”.

(2) Montrer que Uintersection quelconque de fermés est un fermé et que I'union fini de fermés est un
fermé. Trouver un contre exemple a 'affirmation “L’union dénombrable de fermés est un fermé”.

2. Complétude et précompacité. #

On dit que (E, |- ||) (resp. k C E) est complet lorsque toute suite de Cauchy de E (resp. K) converge
dans F (resp. K). Soit K C E. On dit que K est précompact lorsque pour tout € > 0, il existe n > 1,
(x1,...,2n) € K™ tel que:

K c | J B(xk,e)
k=1

Soit K C E. Montrer que K est un compact de F si et seulement si K est précompact et complet.
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3. Caractérisation de Borel-Lebesgue. KT

La définition des classes préparatoires de la complétude est la suivante: K C E est compact si pour
toute suite d’éléments de K il existe une sous suite convergente dans K (on notera cette conditon (BW)
par la suite). Il existe néanmoins une autre caractérisation, toute aussi utile que celle-ci, équivalente: celle
de Borel-Lebesgue. Elle dit que K C F est compact si et seulement si pour tout recouvrement d’ouverts
arbitraire de K, il existe un sous recouvrement fini (on notera cette condition (BL) par la suite). On se
propose de le montrer ici, puis de donner une application algébrique dans ’exercice suivant.

(1) Soit K C E qui vérifie (BW). Montrer que K est alors précompact (voire exercice précédent).

(2) En déduire que si K vérifie (BW) alors si (O;);er est un recouvrement ouvert de K (i.e famille
d’ouverts telle que K C U 0;), alors il existe un rayon r > 0 tel que pour tout « € K, il existe
i€l
i €I tel que B(z,r) C O;
(3) En déduire que si K satisfait (BW), alors K satisfait (BL).

(4) On montre alors la réciproque: soit K C E qui vérifie (BL). Soit (u,) € K~. Pour tout n > 0,
on note F,, = {u,, p > n}. Montrer que:

(N Fn#0

n=0

Avec F,, ’adhérence de F,.

(5) En déduire que (BL) implique (BW) (On pourra choisir un € dans l’intersection ci-dessus et
construire une sous suite convergente & la main...)

(6) En déduire le théoreme de Borel-Lebesgue: les compacts de R™ sont exactement les fermées
bornées de R™.

F1GURE 26. Le café Roquemaurel, point de rendez-vous de ’équipe

4. Idéaux de C(K,R). s *x o

Soit K C E un compact. On se permet d’utiliser la caractérisation de Borel-Lebesgue énoncé, puis
montré & lexercice précédent. On note C(K) ensemble des fonctions continues sur K & valeurs réels.

(1) Soit I une partie non vide de C(K). On suppose que pour tout = € K, il existe f € I tel que
f(x) # 0. Montrer qu'il existe (fi,..., fn) € I" tel que la fonction fZ + ... + f2 ne s’annule pas
sur K.

(2) Soit I un idéal stricte de C(K'). Montrer qu'il existe un a € K tel que f(a) = 0 pour tout f € I.

(3) Pour @ € K, on note I, = {f € C(K), f(a) = 0}. Montrer que I, est maximal et que
réciproquement tout idéal maximal de C(K) est de cette forme.
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5. Convexes non bornées de R". “H 1= X

Soit n > 1 et C' C R™ convexe et non borné. Montrer que C' contient une demi droite.

6. Lemme de Riesz. & K& 1@ Q

Soit (E, || - ||) un R-espace vectoriel de dimension quelconque (fini, infini). On suppose que By(0,1)
est compact.

1) Montrer 'existence de (x1,...,x,) € B¢(0,1) tels que:
( PREEE] f\Ys q

B;(0,1) C Q B (mk, ;)

(2) En déduire le théoréme de Riesz: E est de dimension finie si et seulement si B (0, 1) est compact.

(3) On suppose E de dimension finie. Montrer que si F est un sous espace vectoriel de E alors F est
d’intérieur vide.

(4) Le résultat subsiste-t-il en dimension infinie?

7. Courbes de Lissajous. Z %k

On se place sur un rectangle [—a, a] x [=b,b] ou (a,b) € (R%)? (les demi-longueurs de nos ressorts).
On définit alors une famille de points comme suit :

V (wi,w2) €R% YV ¢ € R, L(wy,ws, d) = {(asin(wit),bsin(wat + ¢)),t € Ry}

(a) (1,1,0) (b) (32,00 (e) (3,2,0.7) (d) (5,11,0) (e) (e, 1,0)

FIGURE 27. Quelques exemples

On va s’intéresser & la courbe tracé par les point L(wq,ws, @), que 'on appelle courbe de Lissajous
associées aux pulsations wi et wo et de retard ¢.

(1) Montrer que I’on peut considérer a = b =1, ¢ > 0 et fixer 'une des deux pulsation égale & 1 sans
changer la généralité de I’étude topologique des courbes.

On se placera donc sur [—1,1]2 et notre adopterons la définition suivante des courbes de Lissajous :
VneRL, VoeR,, L(n¢)={(sin(t),sin(nt + ¢)),t € Ry}

(2) Montrer que £(n,¢) est dense dans [—1,1]? si et seulement si 7 est irrationnel. On comprend
alors pourquoi il est inutile d’essayer de compléter la courbe dans I'exemple (e) si dessus.
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(3) On pose 7 rationnel positif, et 'on note n = p/q avec (p,q) € (N*)? et p A ¢ = 1. Montrer que
L(n, ¢) est 2qm-périodique et que cette période est minimale.

(4) Soit n € Q*. On pose donc n = p/q avec (p,q) € (N*)2 et p A ¢ = 1. Montrer alors que :

e Si p est pair ou si ¢ est pair, L(n,7/q) = L(n,0).

e Sip et ¢ sont impairs, L(n,7/q) = L(n,0) ou L(n,0) représente la courbe issue de la symétrie
de L(n,0) par rapport & 'axe des abscisses.

8. Ensembles a points isolés. & Q

Soit A C R un ensemble tel que tout ses points sont isolés. Montrer que A est au plus dénombrable.

9. Relations d’ordre avec l’intérieur et ’adhérence. =

Soit (Ag)k>0 une suite de parties de R", n > 1.

N N o) 00
(1) Montrer que U A, = U Ay et que U A, C U Ai. En déduire les relations d’ordre qui
k=0 k=0

k=0 k=0
s’ensuivent pour l'intérieur.

N N &) 00
(2) Montrer que ﬂ A, C n Aj et que ﬂ A, C ﬂ Aj. En déduire les relations d’ordre qui

k=0 k=0 k=0 k=0
s’ensuivent pour l'intérieur.

(3) Trouver des contres exemples pour les inclusions réciproques dans les cas ou on a seulement
I’inclusion.

10. CNS pour que E soit complet. & 9

Montrer qu’un espace vectoriel normé E est complet si et seulement si toute série absolument conver-

gente Z up, est convergente (absolument convergente pour || - ||)
n=0
11. Existences de fonctions exotiques. AT 3 1(’

(1) Existe-t-il f:R? — R continue et injective?

(2) Existe-t-il f: R? — R continue, surjective, tel que f~1({0}) est compact?
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12. Suites d’ouverts non bornées de R, . K s

Soit (Oy,)n>0 une suite d’ouverts non bornées de Ry. Montrer qu’il existe un x > 0 tel que pour tout
n € N, zNN O, soit infini.

13. Ouverts de R. %4

Soit O C R ouvert. Montrer que O est réunion d’intervalles ouverts deux & deux disjoint.

14. Convexes fermés de R". 0 T

Soit C' C R™ fermé. On suppose que pour tout (z,y) € C, |z, y[NC # 0. Montrer que C est convexe.

15. Caractérisations d’ouverts et de fermés.  LHTE

(1) Soit O C E. Montrer que O est ouvert si et seulement si son complémentaire est fermé.

(2) Montrer que F est fermé si et seulement si Pour tout suite convergente d’éléments de F, la limite
appartient a F.

16. L’ensemble des valeurs d’adhérence est un fermé. “H 1

Soit (uy,) une suite de E. On suppose que ’ensemble des valeurs d’adhérence noté V' de la suite (u,)
est non vide. On va montrer qu’il est fermé.

oo
(1) Premiére méthode: Montrer que V = m {up, p = n}. Conclure.

n=0

(2) Deuziéme méthode: Montrer, & aide de la caractérisation séquentielle des fermés, que V est
fermé (faire un dessin!).

17. Normes équivalentes. & KT
On dit que deux normes sur E notés || - |1 et || - ||2 sont équivalentes lorsqu’il existe 0 < a < b vérifiant
all - flv < - llz2 < bll - 2. On note alors |[ - [|y ~ | - [|2.

(1) Montrer que la relation ~ est une relation d’équivalence sur ’ensemble des normes de E. En
déduire que si || - |1 ~ || - ||2 alors ces normes définissent la méme topologie sur F (i.e les mémes
ouverts, les méme fermés...)
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(2) Soit |- || une norme euclidienne sur E, et (21, ...,z,) € E™. Montrer I'identité du parallélogramme
généralisé:

n

2 n
> =27 |lail?
i=1

Ei;
ec{-1,1}» 1

1=

(3) On prend E = C([0,1],R), et on note || - | la norme infinie, qui est le sup de f € E en valeur

absolue sur [0, 1]. Montrer que la norme || - || est équivalente & aucune norme euclidienne.
18. Equivalence des normes en dimension finie. “H &
Soit (E, | - ||) un R-espace vectoriel de dimension finie n > 1. On souhaite montrer que toutes les

normes sont équivalentes, et que donc le choix de norme n’est pas importante (on a définit la notion de
normes équivalentes a l’exercice précédente).

(1) Montrer qu’en dimension finie, la sphere unité §(0,1) = {x € E, ||z|| = 1} est compact.

(2) Soit |- ||2 une deuxiéme norme. Justifier que I'application x — ||z||2 est bornée sur S(0, 1) et que
sa borne inférieur est > 0.

(3) Conclure.

19. Topologie dans M, (R). “H T LT

Montrer que GL, (R) est un ouvert dense de M,,(R) pour la norme || - ||oo (on montrera d’abord qu’il
s’agit bien d’une norme). En déduire la nature topologie de ’ensemble {M € M, (R), rg(M) > r} pour
r = 0.

20. Lemme de Baire et applications. @ Bk kP

Soit (E, | - ||) un R-espace vectoriel normé complet. On souhaite montrer le lemme de Baire:

oo
Si (On)n>o0 est une famille d’ouverts denses de E, alors ﬂ O,, est une partie dense de E.

n=0

(1) On reprend les notations de 1’énoncé du lemme. Soit V' un ouvert de E. Montrer que 'on peut
construire une suite de boules fermés (B,,)nen qui respecte les deux conditions suivantes:
e Pour tout n € N, B,, est de rayon inférieur ou égale a 2%

e By CVNOqet pour tout n € N, By,11 C Opq1 ﬂén
(2) En déduire le lemme de Baire.

(3) Application 1: Soit E un espace vectoriel normé de dimension dénombrable (ie admet une base
dénombrable). Montrer que E ne peut pas étre complet.

(4) Application 2: Soit E un espace vectoriel normé engendré par une partie compact K. Montrer
que E est de dimension finie.
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21. Espaces des courbes fractales. * *x P

L’exercice qui suit est magnifique mais est impossible a traiter sans le cours de spé sur les fonction
linéaires continues et une habilité remarquable avec la topologie. Ne traitez cet exercice que st vous avez
le temps et la patience!

On appelle fonction fractale une application qui est continue sur son ensemble de définition mais
dérivables nul part. On montre dans cette partie que, non seulement ces fonctions existent (qui est un
fait parfaitement non trivial), mais sont dense dans E = C([0, 1], R) pour la norme || - ||oo:

Vi€ E, [[fllec= sup [f(z)]

z€0,1]

On fixe a €]L,1], n € N et on note pour k € [0,2" — 1]:
2

(1)

- foeso (52) (2] -
Et on note 7(F) l'ensemble des ouverts de E.
Montrer que || - || définit bien une norme sur E.
Montrer que (F, || - ||) est un R-espace vectoriel normé complet.

(2)
(3)

(4)

Montrer que:

oo o (521) ()

En déduire que U, j est un ouvert, et de ce fait:

est continue sur FE.

2" —1
() Unx € 7(E)
k=0

On définit pour tout n € N:

Soit € > 0. Justifier que pour tout ¢ € E, il existe ng € N tel que pour tout n > ng et pour tout
k+1 k

En déduire qu’il existe m € N tel que pour tout k € [0,2™ — 1] et ¢ € E, Ay k(¢) <eceta™ < e

On pose ¢ : & — ¢(x) + € cos(2™mz). Montrer que ¥ € U, et || — ¢]lo < €, et en déduire que
pour tout n € N, V,, est dense dans F.

En déduire de tout ce qui précede que:

On note X = (,cy V. Soit zo € [0,1], et ¢ € X. Justifier qu'il existe ¢ : N — N tel que
o(n) "3 +oo telle que:

Apiny (¢) > a?™)

n 1
On pose ky, := [29™ 0], uy 20 (n) et vun 90 (n) 2¢(n)

Montrer que (un)nen €t (Un)nen sont adjacentes et déterminer leur limites communes.

sizg # 1, et sinon u,, = 1— et v, = 1.
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(11) Montrer que pour tout n € N:
’¢(“n) — P(vn)

> (2 w(n)
—— (2a)

(12) Conclure que ¢ est continue partout sur [0,1] mais dérivable nul part, et que l’ensemble des
fonctions vérifiant cette condition est dense dans E pour la norme || - ||

22. Ensemble A C R" tels que A = 0Q. & Q

Décrire les sous ensembles A C R™ qui s’écrivent comme la frontiere d’un autre ensemble Q C R™.

23. Polynémes scindés & racines simples dans R, [X]. v

En utilisant le résultat établit a ’exercice 21 du chapitre sur les déterminants, montrer que I’ensemble
des polynéme scindés & racines simples de R,,[X] est un ouvert de ce dernier.

24. L’espace pré-hilbertien R[X]. #

Soit € R. On munit R[X] avec le produit scalaire suivant:
Y(P,Q) € RIXP, (P|Q) =) PP (0)QW(x)
k=0

Et on note la norme induite || - ||.
(1) Montrer qu'’il s’agit bien d’un produit scalaire.

(2) Est-ce que (E, || - ||) est un R-espace vectoriel complet?



