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EXERCICES DU RETOUR DES ANCIENS

J.J.T

INTRODUCTION

Ceci est une planche d’exercices que les anciens de Fermat ont utilisée pour coller les éleves de la MP*
en 2026, avec des éléments de corrections. Si vous cernez des erreurs ou des fautes de frappe, signalez-les
a I’équipe! On a décidé d’écrire qui a écrit quel corrigé, comme ¢a vous pouviez les contacter directement.
Le texte est séparé en plusieurs rubriques en fonction de la provenance des concours.

1. X/ENS

Exercice 1 [ENS]

Soit (u,) € £*(N) strictement positif. On suppose qu'’il existe 0 < p < ¢ tel que :

o0

o0
Zuﬁglet Zuggl
n=0 n=0

o0

Montrer que pour tout r € [p, ql, Z ur

n

<1

n=0

Corrigé proposé par J.J.T : Soit r €]p, ¢[. On remarque que, lorsque u,, > 1, ul, < u? et lorsque u,, < 1,
ur < ub. On en déduit que pour tout n € N, u], < uf 4+ ul. Ceci n’est malheureusement pas suffisant,
car elle conduit a l'inégalité trop large :

oo o0
Vi€ pal, Do < b +uf <2
n=0 n=0

Néanmoins, cela va nous étre utile. Soit M € N*. On définit le produit tensoriel u® (ny, ..., nar) pour
(1, ...,npr) € NM

M
u®M(ny,...,npp) = Hun
=1

Avec le méme raisonnement qu’avant, on obtient u®M (v)" < u®M (v)P + u®M (v)? pour tout v € NM.
En sommant, on peut appliquer Fubini car tout est positif :

oo

s} M ) M 50 M
Z U®M(n17...,nM)T = (Z u;) < (Z uz) + (Z uz) <2
n=0 n=0 n=0

(n1,...,np ) ENM

o0
On en tire que Z u, < % et on déduit le résultat en prenant la limite lorsque M — oo. O

n=0

Date: March 2026.
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Exercice 2 [ENS]

On dit que A C N* est a représentations infinies si pour tout C' > 0 il existe un entier N qui peut
s’écrire comme la somme de deux éléments de A de plus de C maniéres différentes.

(1) Montrer que si f : N* — N* est strictement croissante et vérifie f(n+1) — f(n) = O(f(n)*)
pour un « € [0,1/2[ alors 'ensemble f(N*) est & représentations infinies.

(2) On note 7(n) le nombre de nombres premiers plus petit que n. Montrer qu’il existe une
constante C' > 0 tel que pour tout n > 2 :

In(n) < @)

(3) En déduire que I’ensemble des nombres premiers est a représentations infinies.

Corrigé proposé par J.J.T :

(1) On reprend les notations de I’énoncé. Il existe un M > 0 tel que pour tout n € N*| f(n+1)— f(n) <
M f(n)* pour un certain « € [0,1/2[. On introduit alors la quantité :

> = — < @
V>, Su= max (704 1) - () < M)
Par croissance stricte de f. On pose A, = f([1,n]) et A, + A, = {f(@) + f(§), 1 <i,j < n}.
Alors on a trivialement |A,| = n et |4, + A,| < 2f(n). Montrons alors le lemme suivant, un
classique de la combinatoire additive :

Lemme : Soit A, B deux parties finies de N. On note A + B = {a + b, (a,b) € A x B} et
IT: Ax B — A+ B la surjection canonique. Finalement, on pose pour tout z € A + B, {(z) =
IT=1({z})|, L = max,caip £(z). Alors on a I'inégalité suivante :

B,

A(A7B) - m X

Avec A(A, B) le coefficient de dilatation du couple (A, B).
Preyve : 11 suflit de ’écrire :

AxB= [] m'({z}) =I|A|x|B|= > =z <L|A+B|
2€A+B 2€A+B
D’ou le résultat. Appliquons ce dernier & ’ensemble A,, ; on trouve alors :

n2

2f(n)

Avec ici L, la quantité analogue & L dans la démonstration mais pour A,. Il est clair que 1'on
veut montrer que L, "—3 +o0. Or :

<A(An, An) < Ly,

n—1

F) =Y (fk+1) = f(k) + f(1) < nSn + f(1) < M|Au|f(n)* + f(1)

k=1

On en tire I'inégalité suivante :

f(n) — f(1) R / 1-2a
M) > (R0 ) oy~

Pour un certain M’ > 0. Or, f(n) =3 +oc et puisque 1 —2a > 0 on en tire que A(A,, A,) =3
+o0 et done (L,,) diverge également. Donc A est a représentations infinies.

OJ
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(2) C’est la fameuse minoration de Tchebychev. Soit 7 la fonction de comptage associée a I’ensemble
des nombres premiers P. Alors il existe une constante C' > 0 vérifiant pour tout n > 2 :

2n
Pour le montrer, on va étudier la valuation p-adique du coefficient binomial a p premier
n

fixé. Remarquons déja que pour tout = € R, |2z] — 2|z| € {0,1}. En utilisant la formule de

| ()5 (3]

Or, les termes de cette somme sont nuls dés que 2n/p* < 1; c’est-a-dire dés que logp(Zn) < k.
Prenons alors kpq. = [log,(2n)]. Avec la remarque précédente, on a alors le constat :

2n kmaz
Up ((n)> < kZ:1 1:kmax

2

")) < 2n. On a donc :

(2”) < (2n)™™

n

Donc pour tout p premier, p”p((

Or, on a également :

" (2n 2n
4" =(1+1)" = <(@2n+1
@+ =3 () < nsn (7)
k=0
Ainsi, on obtient la minoration suivante pour 7 (n) :

4n nln(4) In(2n+1)
I <2n + 1) <m(n)n(2n) = In(2n)  In(2n) sn)

Ce qui est suffisant pour conclure. O

(3) On utilise encore le lemme de comptage, cette fois-ci & 'ensemble P, = {p € P, p < n}. On a
alors :

<A
2n "

Avec A, la quantité analogue a celle du lemme montré dans la question 1. Or, avec la minoration
de Tchebychev, m(n)?/n "=3° +oo, d’oit le résultat. O

Exercice 3 [ENS]

Soit n € N*.

(1) Montrer que tout sous-groupe fini de GL,,(R) est conjugué & un sous-groupe de O, (R).

(2) En déduire que tout sous-groupe fini de GL2(R) est soit cyclique, soit diédral.

Corrigé proposé par J.J.T :
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(1) Pour montrer le résultat, il suffit de considérer le lemme suivant :

Lemme : On note (-, -) le produit scalaire canonique sur R™. Alors il existe un produit scalaire
[-, -] tel que les éléments de G soient des isométries pour ce produit scalaire.

Preuve : 11 suffit de moyenner ; pour tout (u,v) € R™ x R™, on pose :

[u,0] £ 3 (g(u), g(v)

geG

[-, ] est clairement bilinéaire, symétrique et défini positif car (-,-) lest (vérifiez-le!), et puisque
pour f € G, g — go f est une bijection, les éléments de G sont des isométries pour ce produit
scalaire.

Pour montrer le résultat souhaité, il suffit donc de considérer la base canonique (e, ...,e,) de
R™ et une base orthonormale (g1, ..., g ) pour le produit scalaire [-,-]. Alors ¢ € GL,,(R), la matrice
de passage de la base canonique & la base (g1, ..., gn), €st un automorphisme qui conjugue G a un
sous-groupe de O, (R), d’ou le résultat.

(2) Soit G un sous-groupe fini de GLy(R). Quitte & conjuguer par le bon élément, on peut traiter G
comme un sous-groupe fini de O2(R). Si G C SO3(R), puisque ce dernier est isomorphe a U, on en
déduit que G peut étre identifié a un sous-groupe fini de U, c¢’est-a-dire cyclique. Si on suppose que
G n’est pas inclus dans SO (R), grace au premier théoréme d’isomorphisme, H = GNSO2(R) est
d’indice 2 dans G et donc G est engendré par H U {s} pour n’importe quel s € G\H ; G est donc
diédral, puisque H est cyclique. En particulier, G est engendré par deux éléments!

Exercice 4 [X]

Pour tout n € N*, on note 7(n) le nombre de diviseurs de n.

(1) Montrer que o(n) = Z 7(k) vérifie o(n) ~ nln(n).
k=1
(2) Montrer que :
o(n) = nln(n) + (2y — L)n + O(v/7)

Avec ~ la constante d’Euler-Mascheroni.

Corrigé proposé par J.J.T
(1) On peut réécrire la somme de la maniére suivante :
n n n n
o= 1=3">1=>"|3]

k=1 d|k d=1 d|k d=1

+ O(1). On en tire en sommant que :

on)=mn Z
d=1

o
=
—
als
| I
Il
als

+0O(n)

Ul =

= In(n) + v + o(1), d’ou le

IS

n
Avec une comparaison série-intégrale tout a fait classique, E

d=1
résultat. O
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(2) On va d’abord montrer un lemme classique : Soit (f,g) € N¥ et 2 > 1. Alors pour tout 1 <y < x :

5 gt =S F () ot + 3 sme (2) - (2) c)

md<z d<y m<z/y

Preuve : 11 suffit de ’écrire :

Y fm)gld) =Y flm)g(d)+ > f(m

md<z md<ax md<x
d<y d>y

x
Remarquons que la premiére somme vaut simplement Z g(d)F (3) en factorisant a chaque fois
d<y
par g(d) & l'intérieur de la somme. Pour la somme & droite, on factorise par f(m) afin de trouver :

> rmgd) = > fm) (G (%) - 6w)

md<w m<z/y
d>y

Et le résultat s’ensuit en développant. Appliquons cette méthode a notre cas, en prenant f =

g=1lety=/x:
Srm=2 Y 2] - VAl = 2e 3 - - a4 OWE)

n<e n<y/T n<f

1 1 1
Or, E — Ftoo 5 In(z)+v+ O (ﬁ) et le résultat s’ensuit.
n<yT

Exercice 5 [X]

On pose E = C%([0,1],R) muni de la norme | - ||« et ¢ : E — E l'application :

b:f > {mf(;)ﬁ(x;l)]

2

1

Finalement, on pose pour tout = €]0,1[, a(z) = sm(m:) et B(x) = Z m
neZ

(1) Montrer que 3 est bien définie et que a — 8 se prolonge en élément de E. Montrer que ¢ est
un endomorphisme continu et calculer ||¢||op-

(2) En déduire que a = S sur |0, 1] et la valeur de ¢(2), ou ¢ :]1, +oo[— R est définie par :

oo
1
DI

n=1

Corrigé proposé par J.J.T :

(1) Pour traiter cette question, nous devons d’abord justifier que § est bien définie. Vérifier la conver-
gence revient ici a vérifier la convergence absolue ; il nous faut donc vérifier que, pour tout  €]0, 1] :
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C’est bien le cas, car chaque terme est équivalent, au voisinage de I'infini, & une série de Riemann
de parametre 2. La convergence est en fait uniforme sur tout voisinage de n’importe quel point
a €]0,1[. En effet, par convergence normale : soit I = [b,1[ou 0< b < a :

oo oo 1 o0 oo
— || (z — n)? 1,oo+; (. +n)? Im:?;)(b—n 2; b—l—n

Ce qui converge. Ainsi, 3 est continue sur |0, 1[. Remarquons maintenant que pour tout z €]0, 1],
a(l —x) = a(z) et f(1 —x) = B(x). De ce fait, il nous suffit d’étudier le voisinage de 0" pour
obtenir un développement asymptotique autour de 1~ et de 0. En examinant o d’abord :

3.3 —2 1 2.2
afr) =¢ 7° <7m° - 71'63: + 0(x3)> =0 3 (1 + ﬂ-; + 0(m2)>
1 2
== P + ? + O(l)

Pour 3, on obtient :

Ba) =0 —5 + M +o(1)

Avec M € R. Pour déterminer ||¢||op, ¢ € L(E) de maniére triviale et par une inégalité triangu-
laire on a immédiatement :

[6(Hlloo < 201 lloo

Ainsi ¢ € L.(E) (Pespace des endomorphismes continus) et, en prenant pour f une fonction
constante non nulle, on constate que ||¢||op = 2. O

(2) Soit x €]0, 1], par un calcul direct :

pla = p)(z) = 4(a - p)(z)

Puisque, par calcul direct, ¢(a)(xz) = 4da(z) et ¢(8)(x) = 48(x). Par continuité de o — 8 sur
[0,1], le résultat reste vrai sur [0, 1]. Or, 4 > 2 = ||¢/op, ce qui implique que pour tout = € [0,1],
a — = 0. Par conséquent :

2 1
va €10, 1] sin(mz)? Z (x —n)?

nez

De plus, la convergence est uniforme. On peut donc en déduire la valeur de ((2) en posant

> ™
Wﬂlé 2n —1)2 :>kz=0 2n+1 )

D’ou 'équation suivante pour ¢(2) :

Ie1 7 3 ™
:ngz - = (2)=—7=(2)=—
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Exercice 6 [ENS]

Soit E' un K-espace vectoriel de dimension n > 3.

(1) Décrire 'ensemble Q = {(u,v,w) € E3, u,v,w sont libres.}.

(2) Trouver la frontiere de SL(E).

Corrigé proposé par J.J.T :

1
(1) Montrons que  n’est ni borné, ni fermé. Soit (u,v,w) € Q. Alors w, = —(u,v,w) € Q pour tout
n

n € N*) mais la limite de ce dernier est (0,0,0) ¢ Q. Donc £ n’est pas fermé. Pour montrer qu’il
n’est pas borné, on prend (u,v,w) € et on consideére &,, = n(u,v,w) € Q pour tout n € N. Il est
alors clair que (||@,||) diverge lorsque n tend vers l'infini. On se demande alors si € est ouvert.

Le cas n = 3 nous met la puce a loreille; en effet, on peut alors identifier & GL(E) par un
isomorphisme canonique qui associe le triplet (u,v,w) & la matrice dont ses colonnes sont u,v et
w. Dans ce cas-1a Q = det ! (K*) et donc ouvert car K* Pest et le déterminant est continu.

Traitons désormais le cas général. Supposons que 2 ne soit pas ouvert. Il existe donc un élément
(u,v,w) € Q tel que, pour tout n € N*, il existe un triplet (un,vn,w,) € B((u,v,w),1/n)\Q,
ou ici la boule est prise pour la norme produit. Ainsi, & chaque rang n € N*, il existe un triplet
(Au(n), Ay (n), A (n)) € K3\{0,0,0} vérifiant :

Au (n)un + Ay (n)vn + Aw (n)wn =0

Pour tout n € N*, posons A,, = max(A,(n), A\y(n), Ay (n)) # 0. En divisant la relation juste au-

dessus par A, on trouve de nouveaux coefficients (A, (1), Ay(n), Aw(n)) € K*\{0,0,0} tels que la
relation au-dessus reste vraie, et on a surtout (A, (1), Ay (), A (1)) € Sao(0, 1), la sphére unité pour
la norme infinie dans K2. C’est un fermé borné en dimension finie, donc compact ; il existe ¢ : N = N
strictement croissante telle que ((Ay(©(n)), Ay (9(1)), Aw(@(n)))) tend vers (Ay, Ay, Aw) € Soo(0,1).

On a alors :

Y Y n—oo Y N
A

A (©(n) () + Ao (9(1) V() + Aw (@)W (n) =3 At + Ay + Apw = 0

Ce qui est absurde puisque (u,v,w) € Q. Donc € est ouvert. O

(2) On identifie SL(E) 2 SL,,(K). Il est clair que SL, (K) = det *({1}) donc est fermé, étant 'image
réciproque d’un fermé par une application continue. Montrons qu’il est d’intérieur vide. Supposons
qu’il soit d’intérieur non vide, et soit A dans son intérieur. Il existe donc un rayon r > 0 tel
que B(A,r) C SL,(K). On a alors (1 +t)A € SL,(K) pour |t| < r/||Al|, et en composant par
le déterminant on trouve que det((1+ ¢)A) = 1 quel que soit |t| < r/||A4|. Or, det((1 +t)A) =
(I1+¢t)"det(A) = (14+¢t)™, ce qui est absurde. SL, (K) est donc sa propre frontiére. O

Exercice 7 [ENS]

Soit P € C[X] non constant et E C C fini non vide. Montrer que |P~Y(E)| > (|E| —1) deg(P) + 1.

Corrigé proposé par J.J.T :
Montrons d’abord le lemme suivant, qui s’avere étre incroyablement utile :

Lemme : Soit P € C[X] de degré n > 1. Alors le nombre de racines distinctes de P, que I'on note ¢,
est donné par :



EXERCICES DU RETOUR DES ANCIENS 9

{=n—deg(PAP)

C’est un résultat assez intuitif. En effet, notons P = « H (X — X\)™P) avec Z¢(P) l'ensemble des
XEZc(P)
racines complexes de P et m(\) la multiplicité. Alors les racines de P A P’ sont exactement celles de P
qui sont de multiplicité > 2, et elles admettent une multiplicité m(A) — 1 dans P A P’, d’ou le résultat.

Revenons a l'exercice. On note E = {z1, ..., 2¢} avec C = |E|. Alors :

c
PHE) = ]] P_l({zk})‘
k=1
Avec ici Punion étant disjointe. Or, pour chaque 1 < k < C, d’aprés le lemme |P71({z:})] = n —
deg(P — z A P’). De ce fait :
c c
|P~Y(E)| = Zn —deg(P — zx A P') =nC — Zdeg(P —ze AP
k=1 k=1

Or, la famille (P — z)1<k<c est une famille de polynémes premiers entre eux. Il s’ensuit que la famille
(P — 2z A P')1<k<n Vest aussi, et puisqu’ils divisent tous P’ également :

c c
Zdeg(P —zx A P') = deg (H(P —zr A P’)) <deg(PY=n-1
k=1

k=1

D’ou le résultat. O

Exercice 8 [X/ENS]

Soit P € R[X] de degré n, positif sur R. Montrer que P + P’ + ... + P(") > 0 sur R.

Corrigé proposé par J.J.T :

Montrons d’abord le lemme suivant qui nous permettra de conclure de fagon assez immédiate.
Lemme : Soit f : R — R une fonction continue telle que f(z) jlnre +o00. Alors f admet un minimum
global sur R.

C’est extrémement classique et il faut impérativement savoir le démontrer. Soit A > f(0). Alors il
existe un R > 0 tel que pour tout |z| > R, f(x) > A. On réduit alors notre étude au compact [—R, R]. La
fonction f étant continue sur ce dernier, elle admet un minimum en un certain o € [—R, R]. En combinant
les assertions précédentes, on obtient, pour tout z € R, f(«) < f(z) (le minimum est donc global).

On reprend les notations de 1'énoncé et on pose Q@ = P + P’ + ... + P, Pour que P vérifie les
hypotheses de ’énoncé, il est nécessaire que P soit de degré pair; il en résulte que Q est également de
degré pair. Le cas P constant est trivial. Supposons donc que P est de degré pair supérieur ou égal a 2.
Alors P vérifie les hypotheses du lemme et @ aussi. Ainsi, Q admet un minimum global en un o € R.
Puisque Q' = Q — P (car Pt =[0]), on a en ce point :

Q'(@) =Q(a) = P(a) =0

Donc Q(«) = P(a) > 0 et puisque @ atteint son minimum global en « on en déduit qu’il est toujours
positif. O
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Exercice 9 [X]

Soit P € K[X] de degré n > 2. Montrer que les racines de P’ sont contenues dans 1’enveloppe
convexe des racines de P.

Corrigé proposé par J.J.T :

Soit P € C[X]. P est scindé dans C et on note :

n

P=X[](X —a)™

i=1

On utilise alors la formule de Gauss-Lucas de la dérivée logarithmique de P :

P ZX—aZ

Si aj, est une racine double de P, c’est-a-dire s’il s’agit aussi d’une racine de P’, elle appartient immé-
diatement a Conv(Z¢(P)). On s’intéresse donc aux racines de P’ n’étant pas des racines de P, donc des
racines de P’/P. On en considére une notée r € C. On a donc :

P’ - T, — QG
F(T):ZT_%_Z r—a2|_0

=1

On obtient donc :

3
3
3

Ou l'on a pris le conjugué et noté :

Il est évident qu’il s’agit d’une combinaison convexe pondérée par les a, donc, d’apres ce qui précede, on
a bien r € Conv(Zc(P)).

Exercice 10 [ENS]

Soient ey, ..., e, des vecteurs d'un espace euclidien E tels que (e;le;) < 0 pour tout i, j distincts
dans [1,n]. Montrer que (ey, ..., e,) est libre si et seulement s’il existe une forme linéaire f sur F
telle que Vi € [1,n], f(e;) > 0.

Corrigé proposé par J.J.T :

Supposons qu’il existe f une forme linéaire sur F telle que Vi € [1,n], f(e;) > 0, et supposons qu’il
existe (A1, ..., \p) € R™\{0, ..., 0} tel que :

zn: )\iei = OE
i=1

En notant AT = {i € [1,n]|\; = 0} et A~ = {i € [1,n]|\; < 0}, non vides par hypothese, on peut
écrire :

Z )\iei = — Z )\jej

iEAT JEA—
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Ainsi, en prenant le produit scalaire on obtient :

0< <Z /\iei] — Z /\jej> =— Z Z Aidj(eilej) <0

iEAT JEA— i€EAT jEA—

Car pour tout (i,7) € AT x A7, (e;le;) < 0 et —A;A; > 0 (notons que si on ai € AT NA™ le terme
conséquent n’a pas d’influence sur le signe de la somme, car A; = 0). Ainsi, on a :

Z /\Z-ei = OE
i€AT

Or en appliquant f, on obtient :

Ce qui est absurde puisque f(0g) = 0. Donc pour tout i € [1,n], A; = 0. Donc la famille (e, ..., e,)
est libre.

Réciproquement, supposons que (eq,...,e,) est une famille libre. Quitte & raisonner sur £(E,R) on
peut restreindre notre étude a L(G,R) avec G = vectgr(eq, ..., €,) et prenons comme base B = (eq, ..., €p,)
de G, afin de simplifier la tdche. D’apres le théoreme de Riesz, pour tout f € L(G,R) il existe un unique
vecteur a € G tel que f s’écrit comme le produit scalaire (a|-). On souhaite alors montrer qu’il existe
a € G tel que pour tout i € [1,n], {(ale;) > 0. Pour ce faire, posons :

M = ((eilej))i<i,i<n

On souhaite alors résoudre le systeme :

Qp Tn

Avec A la matrice associée & a dans la base (e, ..., e,) et pour tout i € [1,n], 7; > 0. En effet, pour
tout i € [1,n] :

[MALia =) _[Mlija; =3 ajleiles) = {ales)

j=1
On souhaite alors montrer que M € GL,(R). Pour ce faire, on montre que 0 ¢ Spr(M). Soit z =
Yo, xie; et X la matrice colonne associée a = dans la base (eq, ..., e,,). Alors :
MX = 0,1 <= Vie[l,n], (zle;) =0

Ainsi, on a :

n

(@lz) = zifzle;) =0

i=1

Donc z = 0Og, et donc ker M = {0}, donc M € GL,(R), ce qui nous permet de conclure. O
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Exercice 11 [X]

Soit n > 2. On pose :

n 2
1 2k

=2 odk (k)

k=0

Soit K, I’élément de R,,[X] tel que :

1

(1) Montrer ’égalité :

1 2

- K, i92d0:n
o LGOI

(2) Soit 3" azz"* une série entiere de rayon de convergence supérieur ou égal & 1, de somme f(2).
On suppose que, pour tout |z| < 1, |f(z)] < 1. Montrer que :

Corrigé proposé par J.J.T :

(1) Explicitons K,,. D’apres la formule du bindme généralisé, on a pour tout |z| <1 :

1 X L=l 1) (-L—k+41) < Gk AL
l-2)2=14+) 22 X 2 (—Z)k:1+ZﬁH(2H‘1>
k=1 ’ k=1 T i=0
Or,on a:

k—1 k=1 . .

. (20+1)(2e+2) (2k)

2i4+1) = =

E( i+l 1;[ (2i + 2) 2k k|

Et de ce fait, on identifie K, :

SOk o =12 v k
Kn(X):HZi?%(M)2 :Zﬁ L) XE =YX
k=1 k=0

k=0

1l suffit ainsi de remarquer que |K,(e*)|> = K,,(¢'®) K,,(¢?®) pour pouvoir conclure :

n n
|Kn(€i0)|2 = Z Z bhbkew(kfh) =gy + Z bhbkew(k—h)

k=0 h=0 (k,h)€[0,n]2, k£h
Or,sik#h:
or i0(k—h) 727
[ g [T
0 i(k —h) 0

D’ou par linéarité de I'intégrale sur un nombre fini de termes :

27
/ K ()2 df = 27,
0

Ce qui est équivalent a ce que l'on voulait montrer.
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(2) Prenons |z| < 1. Alors ’expression suivante a un sens :

(B (52) -5 ()

Par absolue convergence et produit de Cauchy. De ce fait, pour tout n > 2, 8 € [0,2n[ et
O<r<l:

k
f( —znG
Lo ZCLHZW > @
k#n i=0
Par le méme principe d’isolement de coeﬂiment on obtient alors :

1 o f(rew) —1in6 -
)y 1orest =
k=0
Or:
re'? - re'? - -
SO pren et + Y grtert) = 20D pren i et 1 0Gm)

k=n-+1
Alinsi, par inégalité triangulaire et du fait que le terme en O(r") disparait lorsqu’on l'intégre, on

se retrouve avec :

n

> an

k=0

1 2

o |Kn(7"ei9)|2 do = r’"g,

2
< ;ﬂ/ |f(re?®) K, (re®)?| df <

Car |f(re')| < 1. Ceci étant vrai pour tout r < 1, par passage & la limite on obtient ce que 1’on
voulait.

Exercice 12 [ENS]

Soit P € C[X] tel que P(0) # 0, 7 € RT™ et 21, ..., 2, les racines de module strictement inférieur
a r de P, comptées avec leur multiplicité. Montrer que :

7/ log(|P(re')|) do = log(|P(0) +Zlog< )

Corrigé proposé par J.J.T :

Les techniques classiques du calcul intégral ne marchant pas ici (si 'on décide d’omettre la théo-
rie d’analyse complexe), il est judicieux de passer par un calcul direct avec les sommes de Riemann.
Remarquons tout d’abord que :

10) = 5 [ 108(Pe?)]) a0~ 1og(PO)) = 5= [ og(1Pre®)) ~ tog(P(O)]) a0

—T —T

Que l'on peut écrire sous forme factorisée d’apres le théoreme d’Alembert-Gauss :

1 z; —ret? 1 <& [ ret?
I(r)=— [ 1 - = log (1 — 25—
() W/_W°g<H| )da 27r;/_7,°g<' 1) as

En écrivant pour tout ¢ € [1,n] z; = |zi\e i, on en déduit :

Avec pour tout j € [1,n] :
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i ret? T ;
I(j):/ log <|1_||> d@:/ log(|1 — r;e'®=%)|) db

o z;|eti .
Our; = ﬁ > 1 par hypothese. L’intégrande étant 27-périodique et pair, on en tire :

21(5) = / log(rjz- —2rjcos(f) +1) df = 2/0 log(r? —2rjcos(f) + 1) df

—T

D’otut 'on en conclut que :

I(5) = / 1og(rj2- —2rjcos(f) +1) df
0

L’application étant continue sur le segment [0, 7] on peut appliquer une somme de Riemann avec une
subdivision réguliere :

_ .o L 7r .o =
I(j) = lim —log <H(7’j — 2rj cos (;k) + 1)) = nl;ngo ﬁlog (H(rj — Wnk)(r; — wm_k))

n—o00 N
k=1 k=1

Avec pour tout k € [1,n], wy x = exp(Zik). De ce fait, on remarque que le produit qui nous est soumis
est trés proche de la factorisation du polynome :

n —n+1 X

PX)=X"-1=[[(X —wnp) x [] X =wni)="—"2]]
k=0 k=—1 N

Et donc :

. . ri—1, 9,
I1(5) = nh_)rr;oglog (Tj n 1(7“]2- — 1)) = 2mlog(r;)

Et de ce fait, on arrive a conclure :

I(r) = élog (&)

Ce qui est équivalent & ce que I'on voulait démontrer. O

Exercice 13 [ENS]

Soit G un groupe non abélien fini. Montrer que la probabilité que deux éléments de G commutent
est majorée par 5/8. Est-ce que cette borne est optimale ?

Corrigé proposé par J.J.T :

C’est un grand classique des exercices a l'oral. Il faut bien poser le probleme pour songer a y répondre.
On pose Z(G) le centre de G, ¢’est-a-dire 'ensemble des éléments de G' qui commutent avec G tout entier,
et pour tout z ¢ Z(G), C(z) = {g € G,gr = xg} le commutant de x. L’assertion « G non abélien » est
équivalente & Z(G) # G. On vérifie que ce sont deux sous-groupes de G. De ce fait, notons que d’apres
Lagrange, on a :

1G]

C@) < 5

Pour tout x ¢ Z(G). De plus, en considérant x ¢ Z(G), Z(G) est un sous-groupe de C(z) et donc :

Gl

26) <

Notre probleme se résume donc au calcul suivant : pour deux variables aléatoires X, Y a valeurs dans
G suivant toutes deux une loi uniforme et indépendante :
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{(z,y) € G?, ay=ya}| _ |4]

P(XY =YX) = e = &P

On va chercher a majorer le numérateur, et on va donc faire du dénombrement. On va fixer  d’abord
dans les couples (x,y) € A et distinguer les cas x € Z(G) et = ¢ Z(G).

— Si z € Z(G), alors tous les éléments commutent avec z. Il s’ensuit que si z € Z(G), (z,y) € A
pour tout y € G : donc pour chaque z € Z(G), on a |G| couples qui marchent bien.

— Si x ¢ Z(G) alors les éléments qui commutent avec = sont exactement les éléments de C(z). On a
donc pour = ¢ Z(G), |C(z)| couples qui sont dans A.

Résumons cela avec un calcul :

A= 3 Ly = 3 S iawy+ 3 Y@y =12@xlc+ 3 @)

(z,y)€G? 2€2(G) ye@ z¢2(G) yed ¢ Z(G)

Iy a |G| —|Z(G)| éléments dans cette derniére somme, et tous les termes sont majorés par |G|/2. On
en déduit :

12(G)]  [Gl-12(G)] 11

1
P(XY =YX) < 1
( ) G| 2G| 472 8 8

D’ou le résultat. On remarquera que cette borne est optimale car elle est atteinte par le groupe diédral
d’ordre 8. 0

Exercice 14 [ENS]

(1) Existe-t-il une fonction f : R? — R injective et continue ?

(2) Existe-t-il une fonction f: R? — R surjective, continue telle que f~1({0}) soit compact ?

Corrigé proposé par J.J.T :

(1) Clest classique; la réponse est non. En effet, supposons par l'absurde qu’un tel f existe. Alors
I = f({(cos(8),sin(#)), 6 € [0,27]}) est un intervalle de R car I'image d’un connexe par une
fonction continue. Or, en dtant un point bien choisi de {(cos(f),sin(d)), 6 € [0,2x[}, 'ensemble
épointé reste connexe tandis que son image ne le reste pas par injectivité de f, ce qui est absurde
car f est supposé aussi continu.

(2) La réponse est encore non. Cette fois-ci, le raisonnement est moins classique et plus subtil. f~1({0})
étant un compact, il est contenu dans une boule fermée de rayon R > 0 que l'on notera B.
Alors R?\ B est ouvert, connexe par arcs, et par continuité et surjectivité de f on en déduit que
f(R%\B) est de la forme Ja, +oo[ ou | — 00, a] avec a > 0. Mais on a supposé que f est surjective
et continue. Donc f(B) est & la fois compact, car f est continue, mais aussi non borné, puisque
f(R?) = f(R?*\B) U f(B) =R, ce qui est absurde. Donc un tel f ne peut pas exister.
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Exercice 15 [ENS]

Pour tout r > 0, on note Q(r) le nombre de points entiers a U'intérieur du cercle centré en 0 et de
rayon r dans R? :

Q(r) = #{(m,n) € Z%, m? +n® < 7“2}

(1) Trouver un équivalent simple de Q(r) au voisinage de +oco.

7 . 7 . Y -\ 2 . .
(2) En déduire un équivalent de la série entiere E ™ | au voisinage de 1.
n=0

Corrigé proposé par J.J.T :

(1)

Intuitivement, Q(r) devrait bien approcher 'aire du cercle de rayon r... rendons cette intuition
rigoureuse. Fixons un r > 0, et soit 1 < k < r un entier fixé que l'on repére avec le point (k,0). Sur
la droite perpendiculaire & I'axe des abscisses qui passe par (k,0), on traverse forcément le cercle
car 1l <k<r.

Tous les points (k,p) € Z? qui appartiennent a cette droite et qui sont a l'intérieur du cercle
vérifient p? < r? — k?; puisque les p négatifs sont acceptés aussi, on en compte 1 + 2|72 — k2],
avec le +1 venant du cas p = 0, que 'on ne veut pas compter deux fois. On en déduit que :

s

Q)= > (A +2Vr2— k) =1+2r +2> (1 +2[Vr2—k2)) =4>_ Vr2 = k2 + O(r)
k=1 k=1

k=—r

Or, on reconnait ’expression d’une intégrale de Riemann de la fonction continue sur [0, 1] z —

V1-—22:

D’ou l'estimation :

Q(r) ~mr?

o0
Posons pour tout |t| < 1, f(t) = Z . Alors par produits de Cauchy, on obtient :
n=0

T 0= S et

Avec QT (n) = {(z,y) € N?, 2% + y? < n?} les points contenus dans le cercle résidant dans le
premier quadrant de R2. Par un raisonnement analogue & la démonstration précédente, on trouve

™
facilement que Q* (y/n) ~ Vi On va donc mobiliser le lemme classique suivant :

Lemme : Soit (ay,), (b,) deux suites positives dont les séries entiéres ont un rayon de convergence
égal & 1, équivalentes au voisinage de I'infini et telles que la série des (a,,) diverge. Alors :

o0 o0
§ ant" ~ - E bnt"
n=0 n=0

Preuve : Quitte & retrancher les sommes, on peut supposer que (an) et (bn) sont strictement
positives. Soit € > 0. On note A et B les séries entiéres associées a (a,,) et (b,) respectivement.
Pour tout n € N et |[¢| < 1, on pose :
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Mn = Zak et R Z aktk

k=0 k=n-+1

Il existe un N € N tel que pour tout n > N, |a, — b,| < €a,. On en tire alors par U'inégalité
triangulaire que :

|A(t) — B(t)] < My + RN (t)

En divisant par A(t), on obtient alors :

B(t)
=1«
2 [ gera
Par positivité de (a,), d’ou le résultat en laissant tendre ¢ — 1. O

Il s’ensuit que :

f n
1t Z it~ 4)2

D’ou le résultat. O

Exercice 15 [X/ENS]

Soit (A, B) € §;T(R) x S;F(R). Montrer qu’on a I'inégalité :

det(A + B)Y/™ > det(A)Y™ + det(B)/™

Corrigé proposé par J.J.T :

On reprend les notations de ’exercice. Montrons d’abord un lemme classique qui va nous permettre
de trivialiser 'exercice.

Lemme : 1l existe un P € GL,(R) et D une matrice diagonale & coefficients positifs tels que A = PPT
et B= PDPT.

Preuve : D’apres le théoreme spectral, A est diagonalisable dans une base orthonormée. On a donc
A= QDQT, avec D une matrice diagonale & coefficients strictement positifs et Q € O, (R). Posons
P=QD.

On pose C' = P~'B(PT)~1. Alors C est une matrice symétrique, semblable & B, donc toujours dans
SF(R). 11 existe une matrice diagonale a coefficients positifs D et une matrice A € O,(R) tels que
C = ADAT. On en tire que B = PADATPT. On pose alors Q = PA. Alors QQT = PPT = A et
QDQT = B, et Q € GL,(R). Le lemme est alors montré!

Revenons a l'exercice. On a lexistence de P € GL,(R) tel que A = PPT et B = PDPT avec
D = diag(\1, ..., A\n), ol pour tout k € [1,n], Ay = 0. En utilisant le morphisme du déterminant et en
divisant par det(QQ)l/ ™. Tinégalité qu’il faut montrer est alors équivalente a :

det(I, + D)™ > 1+ det(D)"/" H1+>\ 1/”>1+H/\1/"
k=1 k=1

Or, c’est une simple inégalité de convexité. En effet, z — In(1 4 e*) est convexe sur R. On a alors, en
notant A; = e*t pour chaque i € [1,n] :

In <ﬁ(1+>\¢)1/"> Zi%ln(l—i—e”")}ln(l—&-en i=1 ) ﬁ 14 A\ 1/n>1_|_H)\1/n
k=1

i=1 =1 k=1
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D’ou le résultat. O

Exercice 16 [ENS]

Soit E un espace vectoriel normé de dimension dénombrable. Montrer que E n’est pas complet.

Corrigé proposé par J.J.T :
C’est un exercice difficile de la rue d’Ulm si ’on n’a jamais vu le lemme de Baire. Montrons ce lemme :

Lemme : Si (X, ) est un espace métrique complet, alors l'intersection dénombrable d’ouverts denses
dans cet espace reste dense.

Preuve : Soit (O,,) une suite d’ouverts denses de (X, d), et notons Q2 = ﬂ O Il s’agit de montrer que

neN
pour tout V ouvert de E, VN # (). Pour cela, on va créer une suite de Cauchy dont la limite appartient

a VN Q. Pour ce faire, on construit une suite de boules fermées (B, )nen qui respecte les conditions
suivantes :

(1) Le rayon de B,, est inférieur ou égal & 2™,

(2) Bo CVNOyg et pour tout n € N, B, 41 C By, N Ons1-

Justifions que cette suite de boules est bien définie et existe réellement. Oy est dense dans X, donc
V' N Oy est non vide et ouvert en tant qu’intersection d’ouverts de X. Ainsi, soit g € V N Oy. Il existe
g0 > 0 tel que By(zg,e0) C Op NV. Quitte & réduire €g, on peut supposer €9 < 1. Supposons qu’on ait
construit n boules fermées qui respectent les conditions (1) et (2) (Byg, Bi, ..., Bn). Alors, puisque Ojp11
est dense dans X, Bn N O,41 est non vide et ouvert en tant qu’intersection d’ouverts de X. Ainsi, en
prenant x,1 € B, N On+1, il existe epq1 > 0 tel que Bf(Tpn11,6n41) C B, N Opy1- Quitte a réduire
€n+1, ON peut supposer que £,41 < 2,1%, d’otl l'existence de notre suite de boules fermées.

Supposons que (X, 0) soit complet. (By,),en est une suite de fermés décroissants dont le rayon tend
vers 0. Par complétude de (X, 9) :

() Bn #0

neN

Ainsi, il existe x tel que pour tout n € N, z € B,,. Mais puisque pour tout n € N, B,, C V et B, C O,
on a:

VNQ#£0Q

Et de ce fait 2 est dense dans X . Revenons a ’exercice ; en passant par le complémentaire, on se rend
compte que le lemme de Baire admet une formulation différente :

Lemme : Soit (X,J) un espace métrique complet, alors 'union dénombrable de fermés d’intérieur
vide est également d’intérieur vide.

C’est surtout cette formulation qui va nous étre utile. En effet, soit (e, ),en une base de E, et supposons
que E soit complet pour sa norme notée ||-||. Alors (E,d) est un espace métrique complet pour la distance
§(x,y) = ||z — y|| pour (z,y) € E%. 1l en résulte que E vérifie le lemme de Baire. On pose alors pour tout
n € N, F,, = vect(eq, ..., e5,). Alors pour tout n € N, F,, C E est un sous-espace vectoriel strict de E,
donc fermé, d’intérieur vide. Ainsi, d’apres le lemme de Baire :

U F;, est d’intérieur vide
neN

Mais ce dernier est égal a E par hypothese, d’ou I’absurdité; E ne peut donc pas étre complet. O
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Exercice 17 [X/ENS]

Soit n € N*. Pour (a,b) € R?, on note A(a,b) la matrice dont les coefficients diagonaux sont a, la
sur et sous-diagonale valent b, et 0 ailleurs. Trouver les valeurs propres de A(a,b) en fonction de
a et b.

Corrigé proposé par J.J.T :

On a A(a,b) = al, + bJ, avec J la matrice qui a des 1 sur la sous et sur-diagonale, et des zéros
ailleurs ; on note J = (a; ;j)1<i,j<n- 1l faut donc trouver les valeurs propres de J. Soit A € Sp(J). Il existe
un vecteur non nul (z1,...,x,)7 = X € R" tel que JX = AX. Soit i € [1,n]. Alors :

[JX]iJ = \r; — Zai)jxj = A\x;
j=1

On note ig l'indice tel que |z;,| > 0 soit maximal. On a alors, en divisant par ce dernier :

n
A<D Jaiyl =2
j];l'lo

On en tire que A = 2cos(a) pour un certain « € [0, 27[. En posant artificiellement ,,+1 = 2o = 0, on
trouve le systéme d’équations suivant :

)\301 =22+ Xo
ATo2 = 1 + 23
AT3 = To + T4

ATp_1 = Tp_2 +Tp

ATy = Tp_1 + Tn41

On est donc amené a étudier la suite récurrente d’ordre deux définie pour tout p > 0 par zp49 —
Apt1 + 2, = 0. En remplacant A = 2cos(a), on se retrouve a étudier le polyndéme caractéristique
P(X)=X?—-2cos(a)X +1= (X — ) (X — e ).

Si @ =0 ou o = 7 on a affaire & une racine double; ainsi, x, = A + Bk pour deux complexes A et B.
Or, xg = 0 implique que A = 0, puis z,,+1 = 0 implique que B = 0. Donc « €]0, 27w [\{r}.

On en tire que z, = Ae’*P + Be™**? pour un couple (4, B) € C2. La condition zg = 0 impose A = —B.
Zn41 = 0impose que 1 = exp(2ia(n+1)). On en tire que « est de la forme o = wk/(n+1), avec k € [0, n].
Or, on a déja omis le cas £ = 0. On a donc n valeurs propres deux a deux distinctes; ainsi, pour tout
(a,b) e R? :

Sp(A(a,b)) = {a + 2bcos (HTJ ke [[l,n]]}

Exercice 18 [ENS]

On note d,, le nombre de diviseurs de n € N*. Montrer que d,, = O(n®) pour tout € > 0.

Corrigé proposé par J.J.T :
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Soit € > 0. On constate a l'aide de la formule de décomposition en facteurs premiers que pour tout
n>=2:

n = Hp”p(n)
pln
On peut obtenir la formule explicite suivante de d,, :
dn = H(Up(n) +1)

pln

Avec v, (n) la valuation p-adique de n. Ainsi :
di _ H vp(n) +1
ne ‘ pev,,(n)
p|n

7

Ou v,(n) désigne la valuation p-adique et le produit parcourt les nombres premiers divisant n. On est
donc amené a étudier les fonctions f, : R — R :

z+1

fo(2) = poe

Pour tout p € P, f, € C>°(R) et de dérivée :

p™ — (z + 1)eIn(p)p™®
p26$

fpla) =

On vérifie donc que f, est croissante puis décroissante sur R et atteint son maximumen z = 1/(¢ In(p))—
L. Or, puisque P est infini, il existe un certain p. € P tel que pour tout p > p. premier, sup, fplz) =
fp(0) =1 puisque 1/(eln(p)) — 1 — —1 lorsque p — oo. Ainsi :

dn 1
< — < 1) =M
<< (g )

P<Ppe

D’ou le résultat.

Exercice 19 [ENS]

Soit (z,,) une suite de réels positifs telle que (z,,) € ¢*(N) et :

i$k2A>0
k=0

o0
Quelles valeurs peut prendre Z z2?
k=0

Corrigé proposé par J.J.T :

Remarquons que puisque (z,,) tend vers 0 lorsque n tend vers 'infini, il existe un certain rang N € N
apres lequel 0 < x,, < 1 et donc 0 < 22 < &, < 1, d’ott la convergence. Puisque (z,,) est & termes positifs,
on peut directement écrire :

ixi < iAxk = A?

k=0 k=0
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Donc Zm% €]0, A%]. Soit a € Ry et t € [0,1[, et considérons (z3)ren = (at®)ren. Alors d’aprés la
k=0

question (1), (zx) € £*(N) et :

S,
e
Et de la méme facon :

2

> [0

2 _
D Ti=1p
k=0

o

En prenant o = (1 — ) A on obtient alors que Z xp=Aet:
k=0

ixi = AQE
pors 1+t

1
Or, l’application ¢ —

-1
; réalise une bijection continue de [0, 1] dans ]0,1]. On en tire que la somme

des (x%) peut atteindre n’importe quelle valeur de |0, A%]. O

Exercice 20 [ENS]

Soit G un groupe abélien fini de cardinal n > 2. Un morphisme x : G — C* est appelé un caractere.

(1) Déterminer les caracteéres dans le cas ou G est cyclique.

(2) Soit H un sous-groupe de G qu’on ne suppose plus cyclique. Montrer que tout caractére de
H se prolonge en un caractere de G.

(3) Montrer lexistence de (dy, ..., d,) € (N*)™ vérifiant d;|ds|...|d;, et :

G f[l (Z/diz)

Corrigé proposé par J.J.T :
(1) On suppose G cyclique et on prend g € G tel que G = (g). On a donc :
Im(x) = {x(¢"), k € [L,n]} = {x(9)*, k € [1,n]} = (x(9))
Ainsi, on définit parfaitement x par 'image de g. Puisque Im(x) est un sous-groupe de C* cy-
clique, c’est un groupe de racines de I'unité. Enfin, puisque 'on a x(¢") = x(¢)" = 1, x(g) peut

prendre n’importe quelle valeur dans U,, et Im() est alors un sous-groupe de U,,.

Ainsi, les caractéres de G sont les suivants :
x:G—=G,3welU,, Vkel[l,n], x(¢") =w*

(2) Soit x un caractére de H < G. Si H = G il n’y a rien & dire. Sinon, prenons = € G\ H et notons
K = (H,z) = {z*h, h € H}. On va prolonger x en un caractére de K et en itérant le procédé un
nombre fini de fois, on finira par avoir prolongé x sur G tout entier.
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Un caractére x’ prolongeant x sur K est défini uniquement par x’(z) car il coincide avec x sur
H. La difficulté repose sur le fait que la définition de x’ doit absolument &tre cohérente avec celle
de x, ce qui nous conduit & considérer {k € Z, x* € H}. C’est un sous-groupe non trivial de Z
car zI¢l € H d’apreés Lagrange et est donc de la forme mZ avec m > 2. Posons v = x(z™) et
choisissons un a € U tel que o™ = ~y. On définit alors x’ pour tout h € H et k € Z :

X' (@*h) = a*x(h)

On vérifie que cela définit bien un caractére compatible avec la définition de x. En faisant une
récurrence finie sur le cardinal de G on a le résultat.

On commence par montrer le lemme suivant :

Lemme : Soit G un groupe abélien fini. Alors il existe x € G tel que l'ordre de z soit exp(G),
avec exp(QG) le ppem des ordres des éléments de G.

Preuve : Pour tout g € G, on note w(g) 'ordre de g. Montrons d’abord que si u,v sont deux
éléments de G tels que w(u) Aw(v) = 1, alors w(uv) = w(u)w(v). En effet, on considére g € (u) N (v).
Alors (g) est un sous-groupe de (u) et (v) donc ordre de g divise a la fois celui de u et v, et donc
leur PGCD. On en tire que g = e, et donc pour tout (k,p) € Z2, u¥ # vP sauf si u¥ = vP = e.

On a alors (uv)k = uFv* = e si et seulement si u* = v=F, ce qui est possible si et seulement si

k = ¢, donc w(u)|w(uv) et w(v)|w(uv). Les deux étant premiers entre eux, on en tire que
w(w)w(v)|w(uv). Or, puisque (uv)*W=®) =1 on a w(uv)|w(u)w(v), d’ou le résultat.

uk:v*

Montrons désormais le lemme. Soit € G d’ordre maximal. Il faut montrer que 'ordre de tout
y € G divise celui de z. Fixons y € G et notons n = w(z) et m = w(y). Il s’agit de montrer que
pour tout nombre premier p, v,(m) < vp(n). Ainsi, pour p fixé, on note m = p%r et n = pbs avec
pAr=pAs=1. Alors 2?" est d’ordre s et y" est d’ordre p®. Avec ce qu’on vient de montrer, on
a alors w(pryT) = p®s < pbs par hypotheése de la maximalité de 1'ordre de z. Donc a < b, d’oul le
résultat. 0

Nous sommes désormais armés pour montrer le théoréme voulu.

Théoréme (Kronecker, faible) : Soit G un groupe abélien fini. Alors il existe r € N* et
dy, ...,d, des entiers naturels tels que dy|ds|...|d, et :

~ 7 7
G = /dlzx e X /dTZ

Preuve : On raisonne par récurrence sur la taille de G. Si |G| = 1 ou |G| = 2 c’est évident.
Supposons alors que la propriété est vérifiée pour tout groupe de taille 1,2,...,n — 1 et prenons G
un groupe de cardinal n, n > 3. Alors il existe y € G tel que son ordre soit I'exposant de G. On
note w(y) = m et H le groupe engendré par y. Soit ¥ un caractére bijectif de H sur U,, que l'on
prolonge en un caractére x de G. On va montrer que :

G = H x kerx

On pose donc ¢ : H x ker(y) — G qui a (h, k) associe hk. Alors ¢ est injectif. En effet, si hk = e
alors k € H Nker(x) = {e} car on a supposé x|y bijectif. Donc h = k = e. ¢ est injectif.

Pour montrer que ¢ est surjectif, on remarque que puisque 'ordre de tout élément de G divise
m, x est a valeurs dans U,,. Or, puisque x|z est un isomorphisme, on en tire que les (hker x)nen

forment une partition de G par le premier théoréme d’isomorphisme, d’ou le résultat.

Donc | ker(x)| = |G|/|H| < n, donc il existe r > 2 et dy]|...|dr_1 tels que :

~7Z Z ~7Z Z /
G= /dlz X ... X /dqu x H = /dlz X ... X /dqu X /mZ

Par cet isomorphisme, on peut exhiber un élément g € G pour lequel I’élément correspondant
dans le produit ci-dessus soit (0, ..., 1,0) donc d’ordre d,._1, donc d,_1|m, d’ot le résultat. O
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Exercice 21 [ENS]

On pose up =4, u;3 = ug =0 et ug = 3 et pour tout n € N, u, 14 = up + up4+1. Montrer que pour
tout p premier, p|u,.

Corrigé proposé par J.J.T :
On pose pour tout n € N :

Un

Un+41
U,=| "
Up+2
Un+3

D’apres la définition de (u,,), on a alors pour tout n € N :

01 0 0
0 0 1 0 A
1 1 0 0
A€ M, (Z) et elle vérifie :
0 0 1 0 0 0 0 1
2 |10 0 0 1 3 |1 1 00
A=l 100l =01 10
01 1 0 0 0 1 1

Donc Tr(A%) = 4, Tr(A4) = Tr(A42%) = 0 et Tr(A3) = 3. Il semble donc que pour tout n € N, u,, =
Tr(A™). Vérifions si c’est bien le cas. Un calcul direct nous fournit :

AY A1, =0, = Vne N A" = A+ L g»

On en déduit que u, = Tr(A") pour tout n € N. Il faut donc montrer que pour tout p premier,
Tr(AP) = 0[p]. Or, Tr(A) = 0[p], et donc si Tr(AP) = Tr(A)P[p] alors on aura gagné (ceci ressemble
fortement au petit théoréme de Fermat). Montrons qu’en réalité ce résultat est toujours vrai pour A €
M (Z).

Lemme : Soit n € N*, et soit (A, B) € M,,(Z) et p un nombre premier. Alors :
Tr((A + B)P) = Tr(AP) + Tr(BP)[p)

Preuve : On commence par écrire 1’évidence :

(A+ B)P = Z Q.0

(ae1y...,ap)E{A,B}P

Or, la trace de chaque élément de la somme reste inchangée sous permutation circulaire des termes.
Ainsi, pour a = (ay,...,ap) € {A, B} on est amené a regarder I'ensemble 'y = { (@14 x[p], s Optr[p]), k €
[0,p — 1]} Pensemble des permutations circulaires. Or, ce dernier peut étre vu naturellement comme un

sous-groupe de Z/pZ en considérant I'application ¢ : Z/pZ —T(a) :

¢:k— (a1+k, ...,Ozp_;,_k)

¢ est un morphisme de groupes surjectif si 'on définit une loi d’addition sur I'(a) qui est simplement
la somme des indices terme a terme réduite modulo p. Ce morphisme étant surjectif, d’apres le premier
théoréme d’isomorphisme on en déduit que |I'(«)| divise p. Or, si a # (A, ..., A) et a # (B, ..., B), I'(«a)
contient au moins 2 éléments. On en déduit que |I'(a)| = p dans ce cas-1a, d’oti le résultat en exploitant
la linéarité de la trace.
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Montrons alors que pour tout M € M, (Z), Tr(MP) = Tr(M)[p]. 1l faut d’abord mobiliser le petit
théoréme de Fermat : Tr(M)P = Tr(M)[p]. Ensuite, par récurrence triviale et en utilisant le lemme
précédent :

p

Te(MP)=Te | | Y mi By | | = D mfTe(E])

1<i,5<n 1<i,5<n

En notant (E; ;)1<ij<n la base canonique de M, (Z). Or, pour tout (i,j, k,¢) € [1,n]*, E; jExe =
0. E;i 0 avec 6; 1 le delta de Kronecker. On en déduit que E =6;,;5; ;. On en déduit :

n n
Py= mbi= milp)
=1 =1

D’apres le petit théoréme de Fermat. Il s’ensuit le résultat voulu. Ainsi, u, = Tr(A?) = Tr(A) = 0[p)
pour tout premier p. O

Exercice 22 [X]

Soit f : R — R monotone. Montrer que I’ensemble des points de discontinuité de f est au plus
dénombrable.

Corrigé proposé par V.K :

Quitte a considérer son opposée, on pose f : R — R croissante. Nous allons ici utiliser une propriété
des fonctions monotones, le théoréme de la limite monotone appliqué & f définie sur R croissante :

f admet une limite finie a gauche et a droite en tout point z € R, et on a :

Ve eR, f@7):= lim f(t) < f(2) < (@) := lim f(2)

Mais avant de l'exploiter, démontrons-le. Soit donc x € R. Si f est continue en z, le résultat est
immédiat (on a 'égalité a chaque cran de 'inégalité et f(z) est fini). On suppose donc de plus que f
est discontinue en z. En extrapolant 1'idée d’inégalité dans R = R U {—o00,+0oc}, on a, puisque f est
croissante :

ViteR, t<z= fit)< flx)ett >z = f(t) > f(x)

Ainsi, par passage a la limite dans les inégalités, on obtient le résultat souhaité :

lim f(t) < f(z) < lim f(£)
t—x— t—axt
Ces deux limites existent bien comme borne supérieure d’un ensemble majoré et borne inférieure d’un
ensemble minoré respectivement. On s’attaque maintenant a la résolution de 'exercice. L’idée est de se
placer sur lintervalle [n,n + 1] pour n € N. On pose alors :

avi=foelnnt1 j6@h) - 1) > 1)

n

Montrons par ’absurde que A,, est fini. On le suppose donc infini et on note (a;);en une suite injective
d’éléments de A,,. On note alors Aa; = f(a]) — f(a; ). Par définition de A,, et par croissance de f, on
obtient I'inégalité suivante dans R :

f(n+ ZAG/Z/Zl +o0o

i=1
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Cela est absurde car f prend des valeurs finies en n et n + 1. Ainsi, A, est fini pour tout n € N.
On écrit donc l’ensemble D,, des points de discontinuité de f sur [n,n + 1] et D, celui des points de
discontinuité de f sur R; comme suit :

Dn: UAk,etD: UDn
keN neN

Ainsi, puisque les Ay sont tous finis, D,, est au plus dénombrable, et on en déduit que D, est lui aussi

au plus dénombrable. On peut réinvestir ce méme raisonnement pour montrer que D_, I'ensemble des
points de discontinuité de f sur R_, est au plus dénombrable, ce qui nous permet de conclure :

D = D, U D_ l'ensemble des points de discontinuité de f sur R est au plus dénombrable.

Exercice 23 [ENS]

Soit P € Z[X] unitaire. On suppose que toutes les racines de P sont de module < 1. Montrer que
les racines de P autres que 0 sont des racines de 'unité.

Corrigé proposé par J.J.T :

Le polynéme P peut étre vu comme le polynéme caractéristique de la matrice compagnon de P
qu’on va noter M € M,,(Z). Ce dernier est trigonalisable dans M,,(C) et donc semblable & une matrice
triangulaire supérieure T dont les éléments diagonaux sont les racines de P, qu’on va noter Ay, ..., A, sans
leur multiplicité. Pour résoudre ’exercice, il faut étre capable de faire la remarque suivante : pour tout
k > 1, le polynéme caractéristique de MF¥ est le méme que celui de T*. Or, le polynéme caractéristique
de MF est un élément de Z[X], unitaire. Il en résulte que pour tout k > 1 :

n

Qr(X) =[x = \f) € Z[X]

i=1

On utilise alors la formule de Newton pour les coefficients de ce dernier ; en développant le produit, on
trouve :

Qk(X) = ai(k)X*, ai(k) = (=)™ > [

i=0 AcC[1,n] a€A
[I|=n—1

On trouve que, puisque les (\;) sont de module inférieur & 1 et que les (a;(k)) sont dans Z a k fixé,
il y a seulement 2(’;) valeurs possibles pour chaque a;(k), et donc qu'un nombre fini de valeurs possibles
pour les (n + 1)-uplets (ag(k),...,an(k)) & k > 1 fixé. On fait donc varier k autant qu’on veut; par le
principe des tiroirs, il existe (p,£) € (N*)? tels que (A}, ..., A2) = (A{,..., A\Y). Ainsi, pour tout i € [1,n],
)\f_p =1, d’out le résultat. O

Exercice 24 [X/ENS]

Soit n € N*. Déterminer I’espace vectoriel engendré par les matrices nilpotentes de taille n.

Corrigé proposé par J.J.T :

Notons N ’espace des matrices nilpotentes de M,,(R). On remarque par linéarité de la trace que tout
élément de vectr(N) est de trace nulle; on s’attend alors a ce que ce dernier soit égal & ker(Tr). Montrons
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que notre intuition est correcte ; on a déja 'inclusion dans un sens. Pour montrer I'autre sens, il va falloir
passer par un lemme assez naturel.

Lemme : Si M € ker(Tr), alors M est semblable & une matrice dont les éléments diagonaux sont 0.

Preuve : On raisonne par récurrence sur la taille des matrices. Si n = 0, le résultat est immédiat.
Supposons donc que le résultat est montré au rang n — 1 et montrons qu’il est vrai pour le rang n. Soit
A € ker(Tr), non nul. Montrons qu’il existe un & € R™ tel que (z, Azx) ne soit pas liée; si pour tout
x € R", (x, Az) est liée, ca veut dire que pour tout z € R”, il existe un A(z) € R tel que Az = A(z)x.
Munissons R™ de sa base canonique que l'on va noter (e, ...,e,) et de son produit scalaire canonique
(-,-). Alors il existe un A € R tel que :

Aiei = i)\(ei)ei = Aiei
i=1 i=1 i=1

En projetant on trouve que A = A(e;) pour tout 1 < ¢ < n. Ainsi, dans la base (eq,...,e,), A = Al,.
Mais Tr(A) = nA = 0, donc A = 0 ce qui est absurde puisque A est supposé non nul.

Prenons donc un vecteur z tel que (x, Az) ne soit pas une famille liée, et complétons ce dernier en une
base de R™ notée B. Alors dans cette base, la matrice A est semblable & une matrice qui a un 0 en haut
a gauche. On en tire que la sous-matrice de A dans cette base, obtenue en enlevant la premiere ligne et
la premiere colonne, est une matrice de M,,_1(R) de trace nulle, donc semblable & une matrice dont les
éléments diagonaux sont tous nuls, d’ou le résultat. Ainsi, toute matrice a trace nulle peut s’écrire comme
la somme de deux matrices qui sont semblables & des matrices triangulaires supérieures et inférieures
strictes, donc nilpotentes, d’ou I'inclusion réciproque. O

Exercice 25 [X/ENS]

Soit n € N*, K = R ou C, G un sous-groupe fini de GL,(K). On note W& = {u € K", Vg €
G, g(u) = u}. Montrer que W¢ est un K-espace vectoriel, puis que :

G
dim(W |G| Z Tr(g
g€eG

Corrigé proposé par J.J.T :

Il est immédiat que W& est un K-espace vectoriel. La formule nous incite & décrire ’endomorphisme

¢ = Z g. Montrons que ¢ est un projecteur, et que son image est W¢.

geG
ZZgoh

g€G heG

IGI

Or, pour tout h € G, g — g o h est une bijection de G dans lui-méme. Ainsi :
Z > 9= Z 9=
geG hed g€G

Donc ¢ est un projecteur. Il est clair que W& C Im(¢). En effet, si « est point fixe de chaque élément
de G, il est également point fixe de ¢ :

)= o ol = S
B | : Gl =2
Pour l'inclusion réciproque, soit = € Im(¢). Il existe donc un y € K™ tel que :

r = |G|Z ) = VheG, hz ‘G‘Zh

geG geG
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Pour les mémes raisons qu’avant, d’ou le résultat. O

Exercice 26 [X/ENS]

Soit n € N*. Montrer que tout hyperplan de M, (R) rencontre GL, (R).

On commence par montrer le lemme de représentation de Riesz :
Lemme : Soit (F, (-,-)) un espace euclidien. On note E* = L(E,R). Alors E = E*.

Preuve : On pose ¢ : E — E* 'application a — [z — (a,x)]. Par bilinéarité du produit scalaire, ¢ est
linéaire. Soit a € ker ¢. Alors pour tout x € E, (a,r) = 0. En particulier, ||a||*> = 0, et donc @ = 0 car
le produit scalaire est défini positif. ¢ est donc un morphisme injectif de R-espaces vectoriels, et puisque
dim(E) = dim(E*) on conclut que ¢ est également surjectif, d’ot le résultat. O

On munit ainsi M, (R) avec le produit scalaire (-,-) défini pour tout (4, B) € M, (R) par (4, B) =
Tr(A”B). Etant donné un hyperplan H C M, (R), on peut le voir comme le noyau d’une forme linéaire
de ce dernier, et donc d’apres le lemme de Riesz, il existe une matrice H telle que H = vect(H)*. Il faut
donc montrer qu’il existe une matrice inversible perpendiculaire & H. Déja, notons que H” peut s’écrire
PJ,.Q7!, avec P, deux matrices inversibles et .J, la matrice qui a des 1 sur les » premieres valeurs
diagonales, et des zéros a tous les autres endroits, avec r = rg(H”). On en déduit alors que pour tout
Ae M,(R):

(H,A) =Te(J.(Q"'AP))

Car la trace est stable par permutations circulaires. Ainsi, puisqu’on considére A inversible et que
(GL,(R), x) est un groupe, en posant U = Q' AP comme changement de variables il suffit de montrer
que quel que soit 1 < r < n, il existe une matrice inversible U telle que (J,.,U) = 0. Construisons une
telle matrice : soit (e, ...,e,) la base canonique, j. 'endomorphisme associé & J, dans cette base et u
I’endomorphisme associé a U. Il serait idéal que la diagonale de J.U soit nulle; pour ce faire, on peut
considérer ’endomorphisme défini & partir des coordonnées de base : u(e;) = ;41 si 1 <i<n-—1, et
u(e,) = er. Il est évident que u est inversible (u™ = Id), et que sa matrice dans la base (eq, ..., e,) est
une matrice dont les coefficients valent 1 sur la sous-diagonale, 1 en haut a droite et 0 a tous les autres
endroits. Par un produit matriciel par blocs, on en déduit que la diagonale de J,.U est nulle, d’ou le
résultat. O
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Exercice 27 [X/ENS]

Soit n € N*, et on fixe X,Y — U([1,n]) deux variables aléatoires indépendantes suivant une loi
uniforme. On souhaite estimer la probabilité p,, = P(X AY = 1) lorsque n — oo.

(1) Soit (Q2, F,P) un espace probabilisé, N > 1, et (Ay,..., Ax) € FV. Montrer la formule du
crible :

N n
P(Ua) =300 3 #(0)a)
k=1 k=1 I1c[1,n] i€l
e
(2) On définit p: N* — {—1,0,1} de la maniére suivante :
lsin=1
pu(n) =4¢0sidIpeP, p’In
(=1)Tnl avec T, = {p € P, p|n}

Montrer que pour tout n > 1 :

= b33
d=1

7T2

(3) On admet que ¢(2) = a Démontrer que la suite (p,) converge et déterminer sa limite.

Corrigé proposé par J.J.T :

C’est un exercice tres long qui est malheureusement déja tombé a 'oral. Il est tout simplement in-
terminable. Cette démonstration faisait partie de mon cours d’AOI! On va se permettre de sauter la
démonstration des lemmes intermédiaires plus « immédiats » afin de raccourcir le document.

(1) On commence avec un lemme :

Lemme : Soit A un ensemble fini de réels. Alors on a :

[[a-o=1+ > n"]]@)

€A DAICA xzel
Démonstration : Une récurrence triviale sur la taille de A suffit. O
On va alors montrer le résultat demandé, appelé formule du crible de Poincaré, mais avec les

cardinaux (je vous laisse adapter la preuve pour des probabilités, il suffit de remplacer les cardinaux
par des probabilités) :

Lemme : Soit E un ensemble non vide, (A, ),en une suite de parties de E. Alors :
n
[Uail= > 0l Al
i=1 PAICN, il
Démonstration : C’est tres classique. On peut écrire :

Ual=2 1y, 4@

zeE

Ici, 1 désigne la fonction indicatrice de 'union des (A;) pour ¢ allant de 1 a n. Travaillons sur cette
expression :

W a4 =1-1p 3= 1-JJ(-14)
=1

i=1

On applique la formule de Vandermonde que 'on vient d’établir afin de pouvoir dire :
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1U" A T Z (_1)|I|+1 H(]‘Ai)

= ICN, il
En sommant sur F, on en déduit la formule du crible de Poincaré. O

(2) Pour tout (i,5) € (N,)? :

P((X,Y) = (i) = 5

Pour tout d € [1,n], on note Ay I’événement « d|X et d|Y ». On a donc que :

[{(a,b) € N, d|a et d|b}] 1 n|2
P(Ad) = n? T2 {EJ

Notons P, = {p € P, p < n} = {p1,p2,...,pn}. On note A = {(a,b) € (N,)?, a Ab= 1}, et
pour tout 1 <i < N, B; = {(a,b) € [1,n]?, pila et p;|b}. Alors on a :

N c
(i)
i=1
Or, avec le crible de Poincaré démontré a la question 1, on a :
\Usil= > "5
i=1 P#ICNy i€l

Ainsi, en prenant le complémentaire, on a :

Al=n?+ Y ()| Bi]

0#ICNy iel

Par indépendance mutuelle des A,, montrée avec le lemme de Gauss, on a :

pnzé n? + Z (-l h_lnf

0£ICNy ier Pi
= ] s S |5 = 5w |5

(3) Commencons avec un lemme classique sur la fonction p :
Lemme : On a le résultat suivant :
lsin=1
Suia {3
sinon
d|n
Preuve : Sin =1, on a le résultat par définition de . Supposons maintenant que n > 2. Alors :
— _1\I — V(Y 11 =
dould)=1+ > (D =1+> (-1 (k) =1-1=0
d|n Icr, k=1

D’ou le résultat.

On obtient alors que pour tout s > 1, on a :
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C(S)Z M(Zb) -1

n

En effet, les deux séries sont absolument convergentes pour s > 1 et donc on peut effectuer leur
produit de Cauchy ; en regroupant les termes selon le dénominateur, on trouve bien ce résultat avec

le lemme. On va alors montrer que p, "6 /2. Pour ce faire, on montre d’abord que pour tout
1<d<n:

pel Lynez 1
—d? n2ld]l —dn n2?

En notant (%)2 = L%JQ +6 ((%)2) avec 0 qui désigne la partie décimale, I'inégalité de gauche

1 1 [/n? n? 1 n?
7m0 (F)) = e () 20

2.

est triviale :

L’inégalité de droite s’obtient en multipliant par n
I R R
d? dl — d d — Ld

Ce qui est toujours vrai. On obtient ainsi :

S (- 3))

Or, la somme de droite nous donne :

S (2 by =2y (by Lk

d=1

0<

Et donc tend vers 0. Ainsi, lorsque n — oo, on a que :

lim (pn) = wld) _ %

n—»00 d?
d=1

D’apres ce qu’on a montré au début de I'exercice, ce qui acheve la démonstration. O

Exercice 28 [X/ENS]

Soit 0 < & < 1. Montrer que I'ensemble Q5 = {{n°}, n € N} est dense dans [0,1], avec {z}
désignant la partie décimale.

Qp =

Solution proposée par J.J.T :
On commence par montrer un petit lemme :

Lemme : Soit (ay,), (b,) deux suites réelles strictement croissantes tendant vers +oo telles que a, 11 —
o(1). Alors 'ensemble D = {a,, — by, (n,m) € N?} est dense dans R.

Preuve : Supposons qu'il existe (z,7) € R x R tel que I, N D = 0, avec I;, =]z — 1,z + n[. 1l existe

un N € N tel que, pour tout n > N, ant1 — an, < n/2. Il existe un M € N tel que, pour tout m > M,
b, > any — x. On pose alors pour tout n > N, u, = a, — by. uy = ay — by < x, et pour tout n > N,
[unt1 — un| < n/2. (uy) est également strictement croissante. Par hypothese, pour tout n > N, u,, ¢ I,.
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Or, en notant ng = sup,sx{un < —n}, on a alors |y, 41 — Un,| < 1/2 mais I,y C [tng, Uny1], ce qui
est absurde, d’ou le lemme. O

Appliquons ceci & notre probléeme. On pose a,, = n’ et b, = |m®|. Quitte & considérer une sous-suite
extraite de (b,,) strictement croissante, (a, ), (b,) vérifient les critéres du lemme; en effet :

Uns1 — G =1° <<1+ ;)6 - 1) S (i +0 <nlg>) =o(1)

Donc l'ensemble D = {a,, — by, (n,m) € N?} est dense dans R. Or, ¢ : x — {x} est une application
continue par morceaux et surjective de R — [0, 1]. On en déduit aisément que ¢(D) est dense dans [0, 1].
Or, pour tout m € N, b, € Z et donc ¢(a, —by) = ¢(a,) = {n’}. Donc ¢(D) = Qs est dense dans [0, 1],
d’ott le résultat. O

Remarque : On retrouve par ailleurs un autre résultat des oraux X/ENS qui apparait souvent : la
densité de {cos(In(n + 1)), n € N} de la méme maniére!

Exercice 29 [X]

Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires iid & valeurs dans N*. Pour tout N > 1, on pose
Cn =#{X1,...,Xn}.

(1) Montrer que E(Cn) = o(N).

(2) On suppose que les (X,,) admettent une espérance. Montrer que E(Cy) = o(v/N).

Corrigé proposé par J.J.T :

(1) Ce n’est pas tres difficile. Soit @ > 1. On a, pour N > 1 :
On = #{ Xk, Xi <a}+#{Xy, Xpy >a} <a+#{1 <k <N, Xy >a}
1
Donc E(Cy) < a+NP(X; > a). En prenant a = v/N, on en tire que E(Cy)/N < \/—N—FP(Xl >
VN) = o(1). O
(2) Qui dit espérance dit inégalité de Markov ; avec exactement le méme raisonnement que précédem-

ment, on obtient le raffinement Cy = O(v/N) mais ce n’est pas suffisant. On va devoir étre plus
délicat. Il faut remarquer que, pour a > 1 :

aP(Xy >a) <Y aP(X =k) <> kP(X;=k)=o(l)

k>a k>a

Car lexistence de lespérance entraine la sommabilité de (kP(X; = k)). En prenant € > 0 et
a = ev N dans l'inégalité de la question 1, on a :

E(Cy) < eVN + NP(X; > eVN)

Or, il existe un N’ € N tel que, pour tout N > N’, ey/NP(X; > e/N) < 2. Ainsi, pour tout
N>N':

E(Cy) <eVN + \/g eVNP(X1 > eVN) <eVN +eVN =2:VN

D’ou le résultat. O
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Exercice 30 [ENS]

Soit n > 1. Y a-t-il plus de dérangements pairs ou impairs de &,, 7

Solution proposée par J.J.T :

C’est tres astucieux. Il faut considérer le déterminant de taille n suivant pour = € R :

z 1 1 1
1 =z 1 1
P(z) =
1 1 =z 1
1 1 1 =z
En sommant toutes les lignes, on trouve :
r+n—1 1 1 ... 1
r+n—1 =z 1 ... 1
P(z) = : oo s i =@ n =)@ -1)!
r+n—-1 1 ... 1 =z

En soustrayant la premiere ligne a toutes les autres, le déterminant devient celui d’une matrice tri-
angulaire supérieure. En méme temps, P détecte tres bien les points fixes. En effet, avec la formule du
déterminant, en notant pour tout o € &,, €(0) la signature et v(o) le nombre de points fixes :

P(z)= Y (0)z"
ceS,
Les dérangements sont les permutations o pour lesquelles v(¢) = 0. On en tire :
P(0)=(-1)""(n—-1)= Y (o)
ceEG

v(o)=0

On en déduit qu’il y a plus de dérangements impairs lorsque n est pair et plus de dérangements pairs
lorsque n est impair. [l

Exercice 31 [ENS]

Soit ug € R. Pour tout n > 0, on pose :

o0 2
Wil = W +/ et dt
u

n

Trouver un équivalent de la suite (uy,).

Corrigé proposé par J.J.T :

L’application f : x +— e~ est bien intégrable sur R tout entier donc la suite a un sens. Tout d’abord,
(up,) tend vers +oo. En effet, (u,) est clairement strictement croissante. Supposons qu’elle converge vers

un certain £ € R. Alors :
e:e+/ e dt
¢
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Donc ¢ = 400 et u, ~ upy1. Il est done naturel de chercher un équivalent de 'application :
o0 2
h:xw— / e " dt
xr

En posant u =t — x puis v = ux successivement on trouve que pour tout = € R :

_w2 [e'e)
h(z) = 6235 /0 e VT dy

On applique alors le théoréeme de convergence dominée en prenant comme majorant intégrable v — e~
pour trouver I'équivalent suivant :

v

W) ~ 2z

Soit alors g € C(R). Pour tout n € N il existe a,, €]u,, un11[ tel que :

9(tni1) = g(un) = eng'(an) ~ eQUn g (an)

. . 2
Avec €, = Upy1 — Uy,. Ainsi, en prenant g : & — e® | on trouve que :

2 2 a 2 2
eln+1 — g%n ~ lean*un

Un
@y /un, — 1 par encadrement et :
2
0<a? —u? <ep(tngr +uy) ~e
Pour n assez grand. De ce fait, on a :
2 2
elntl —eln ~ 1

Donc e¥n ~ n. Autrement dit :

U, ~ /In(n)

Exercice 32 [X/ENS]

Déterminer un développement asymptotique a deux termes de la série :

cos(In(n
T (In(n))

n
n>1

Corrigé proposé par J.J.T :

Commengons avec un lemme bien classique.

Lemme : Pour z > 1,si b: [1,2] - Rest Cl et f:[1,2] — R est continue, alors :
> f(n)b(n) = F(x)b(x) — / F()b' (t) dt
n<zx 1

Preuve : 11 suffit d’appliquer une transformée d’Abel classique pour conclure :

Y fb(n) = Fa)b(le]) = Y F(n)(b(n+1) = b(n))

n<x n<lx—1
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Or, cette derniére somme peut se réécrire :

> F(n) / ng’(t) dt= / "HF(t)b’(t) dt = - F()b'(t) dt

n<z—1 n n<lzx—1 1
On a alors :

x

3" F(n)b(n) = F(a)b(|z]) - / SRV @) dt = Fb)+ | F@ @) di— /1 "RV @) dt

n<z 1 [z]
D’ou le résultat. O

Pour tout « > 1, on note S(z) = Z . Alors il existe une constante C' € R vérifiant :

1<n<lz

S(x) = C +sin(In(z)) + O (;)

En effet, en effectuant une sommation d’Abel on obtient :

¥ sin(In(t))

—H(t) dt

S(z) = cos(In(z))H (x) + /1
Or, H(z) = In(z) + v + u(z) avec u(x) = O(1/x). De ce fait, on peut écrire :

S(x) = cos(In(z))H(x) + I (z) + L2(x) + I5(x)

Avec :

Li(z) = /j w dt, Is(x) :'y/lz w dt et Is(z) = K+ O(1/x)

Pour un certain K € R (vérifier que le reste intégral est bien en O(1/x)). On calcule aisément I; et I
pour tout z; on trouve sin(Iln(z)) — cos(In(z)) In(x) et —y cos(ln(z)) + . On pose alors C = K + . On
a alors le résultat souhaité :

S(x) = C + cos(In(z))(H(z) — In(z) — 7) + sin(In(z)) + O (;)

= C +sin(In(z)) + O <1>

T

D’ou le résultat. O

Exercice 33 [X]

! + J)) . Calculer det(A).
0<4,5<n

7

Soit n € N. On note A = ((

Corrigé proposé par J.J.T :
C’est un exercice sympa. On montre d’abord la formule de Vandermonde :

Lemme (Formule de Vandermonde) : Soit (m,n) € N2. Alors pour tout 0 <k <m+n :

()= ()
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Preuve : C’est ultra classique. On considére P(X) = (1+ X)™*". Alors d’aprés la formule du bindme
de Newton :

D’autre part :
P(X) = (1+X)"(1+ X)" = (ki_o (Z)X’“) (g:_o (Z)X’“> = TZZ:LX’“ (i:o (TZ) (k § h))

D’ou le résultat par unicité des coefficients d’un polynéme. On procede alors de la facon suivante : on

remarque tout d’abord que :
i+7\  [(i+7\ 1+ J
i )\ j /) \min(,j)

On pose alors B = ((Z avec la convention (;) = 0 lorsque j > 4. Alors par un calcul direct,

j))OSiJSn
grace & la formule de Vandermonde et au constat précédent, BBT = A. En effet, soit 0 <4, <n :

[BBT), ; = }LX: (2) (2) = mjii:j) (;) (2) - (mfrj(i{jo

Donc det(A) = det(B)2. Or, B est une matrice triangulaire inférieure dont les éléments diagonaux
sont des 1. On en déduit que det(B) = 1, et donc det(A) = 1. O

Exercice 34 [X/ENS]

(1) Soit n € N*. On note A = (i A j)i<i j<n. Calculer det(A).

(2) Soit n € N*. On note B = (|D(i) N D(j)|)1<i,j<n avec D(i) Pensemble des diviseurs de 3.
Calculer det(B).

Corrigé proposé par J.J.T :

(1) On commence par montrer le lemme suivant, trés classique.

Lemme : On note ¢ : N* — N* la fonction d’Euler : p(k) = #{1 < j <k, kA j = 1}. Alors
pour tout n > 1 :

n=> o(d)
d|n

1 2 -1
Preuve : 11 suffit de considérer I’ensemble {, — n , 1}. Chaque élément peut s’écrire de
n'n n

fagon unique a/d avec a Ad =1, 1 < a < d et dn et de fagon réciproque, chaque fraction de cette

forme est un élément de {1, 2 . =1 11 On en tire que :
1 2 n—1
Ty Ty ey 7]- - = d
#{n 2 —n =Y eta)

Continuons. Soit 1 <1i,j < n. Alors :
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n

(Al =inj = wld) = e(dL(di)L(d])
dJing d=1
D’apres le lemme et 1’équivalence d|i et d|j <— d]i A j. On pose alors B = (1(i]j))1<i,j<n qui

est triangulaire supérieure de diagonale & que des 1, donc de déterminant égal a 1, et on note
D = Diag(y(1), ..., p(n)). Alors, pour tout 1 <i,j <n:

[B'DBJ;; = 1(dli (Z Dla,n( h|]> > e(d)1(d)1(d]f) = [Als,

h=1 d=1
Donc BYDB = A et donc det(A) = det(D) = H o(k)

(2) 1l suffit de remarquer que B = BT B avec B la matrice de la question précédente. Donc det(B) = 1.

La méthode montrée ici dans les deux exercices précédents est appelée la méthode de Smith. Il est trés
important de avoir vue au moins une fois dans sa vie...

Exercice 35 [X/ENS]

Soit ¢ : R — C continue et T-périodique, a < b deux réels et ¢ : [a,b] — R continue. Montrer
Pexistence de la limite suivante avant de la calculer :

b

lim d(nt)(t) dt

n—oo a

Corrigé proposé par J.J.T :

On va traiter le cas ¥ = C' € R dans un premier temps, puis conclure par la densité des fonctions
en escalier dans I'espace des fonction continues C°([a,b],R). On note I,,(¢)) I'intégrale apparant dans la
limite et on remarque que pour n > 1 la fonction ¢ — ¢(nt) est T'/n périodique; il serait donc judicieux
de diviser le segment [a,b] aussi bien que possible en parts égaux de longueurs T'/n. On cherche donc le
plus grand k > 0 tel que a + kT'/n < b. Il faut donc choisir k,, = [n(b—a)/T|. On a alors :

kn—1 a4 (k+1)T/n

b
(W) = C kz / D AEC /k o) d

Il est claire que le terme tout a gauche tends vers 0 car ¢ est bornée sur R car continue et T-périodique.
Dans chaque intégrale apparant dans la somme, on effectue le changement de variables u = nt. Grace a
la périodicité de ¢ :

a+(k+1)T/n 1 na+(k+1)T 1 T
VO<k<k,-1, / @(nt) dt:f/ o(s) ds:f/ @(s) ds
a+kT /n na+kT n Jo

On en déduit que :

B kl T oo C(b* a) T B l T b
I,=C - /0 o(s) ds +o(1) — —7 /0 o(s) = (T/o ®(s) ds) (/a P(s) ds)

Il est donc assez naturel de conjecturer que la limite va toujours valoir ce dernier résultat quelque soit
1 continue sur [a,b]. Pour le montrer, montrons d’abord le lemme suivant :

Lemme : L’ensemble des fonctions en escalier £([a,b],R) est dense dans C°([a,b],R) pour la norme

I+ Moo
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Preuve : Soit ¢ € C°([a,b],R). Le segment [a,b] étant compact, d’aprés le théoréeme de Heine, pour
tout € > 0 il existe un § > 0 tel que pour tout (z,y) € [a,b]?, |z —y| < § = [P(x) — ¥(y)| < e. On
choisit alors une subdivision o, = ([zk, Tk+1], tk)o<k<n—1 tel que g < ... < TN, Tk < t < Ty1 pour
tout 1 <k <N —1, |xps1 — x| < et

N-1
U [k, k1] = [a, ]
k=0
N-1
Finalement, on pose ¢. = 1, + Z ¢(tk)1]mk,xk+1[ + ¢(xk)]l{zk}
k=0

(Cette subdivision existe ; pour s’en convaincre, on pourrait construire la subdivision réguliére comme
a la démonstration précédente). Alors d’apres nos remarques sur le théoréme de Heine, || — ¥|o0 < &,
d’ot le résultat. O

Montrons alors notre conjecture. Soit ¢ € C°([a, b}, R). On reprend les notations du lemme : on a donc
Pexistence d’une fonction en escalier ¥, qui vérifie ||1) — 9|00 < €. Or :

Ny coran anggo [ sty ( [ ot )( [ e as)

b
Or, ce dernier vaut ( / o(s ) ( / Ve (s) ds) = {(1)c). Par inégalité triangulaire :

[In(9) = ()| < [In () = In ()| + Hn(te) = £(e)| + [6(¢e) — £(D)]

Or, par définition de ., |I,(¢) — L, (¢¥e)| < (b — a)||¢]|ooe. Pour n assez grand, |I,(¢e) — €(e)| < €
d’apres ce qu’on vient de montrer, et par inégalité triangulaire :

(b—a)e

T
o) dt

0

[€(3pe) = L(P)] < | 5

En factorisant alors par € on obtient le résultat voulut.

Exercice 36 [ENS]

Déterminer les valeurs d’adhérences des suites (cos(n))nen et (| cos(n)|™)nen

Corrigé proposé par J.J.T :

La premieére suite est classique. On montre lemme suivant concernant les sous groupes additifs de
(R, +).

Lemme : Soit (G, +) un sous groupe de (R, +). On pose o = inf(G NRY ). Si a > 0, alors G = oZ. Si
a =0, alors G est dense dans R.

Preuve : Posons en effet a = inf(G NRY). On suppose que o > 0. Si o ¢ G, alors il existe une infinité
d’éléments de G entre « et 2a.. Parmi eux, prenons g et h avec g < h.Onah—ge€ G,ora>h—g >0,
ce qui contredit le principe de la borne inférieure. Donc on a nécessairement o € G.

Ainsi, aZ C G. Or, sil'on suppose qu’il existe g € GNRY tel qu'il existe k € Z tel que ka < g < (k+1)a
on obtient 0 < g — ka < a avec g — ka € GG, ce qui contredit & nouveau le principe de la borne inférieure.
On peut obtenir la méme contradiction pour g négatif.

Ainsi, on a montré, dans le cas ot a = inf(G NRY) > 0, que G = aZ.
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Supposons maintenant que inf(G N R*) = 0. Considérons alors deux réels 0 < x < y (les bornes de
notre I). Puisque y — 2 > 0, il existe g € G tel que 0 < g < y—x (d’aprés I’hypotheése de départ). Comme
vu dans la question 1, on peut ainsi déterminer k € N tel que z < kg < y avec kg € G.

On a donc montré que 'on peut loger un élément de g dans tout intervalle ouvert de R? . Puisque
0 € G et que, par passage a ’opposé, on obtient le méme résultat sur R* , on en déduit que G est dense
dans R. =

Poursuivons. Par 2w-périodicité et parité, on a {cos(n), n € N} = cos(Z + 2wxZ). Or, Z + 27Z est un
sous-groupe de (R, +). Supposons-le monogéne de la forme aZ. On aurait :

dnmeZ, n#m, 2r =naet 1+ 21 =ma

Doima—1=na < a=1/(m—n) = 7m=n/2(m —n) € Q, ce qui est absurde. Ainsi, Z + 27Z
est dense dans R.

Puisque cos est une fonction continue surjective de R dans [—1,1], {cos(n), n € N} est dense dans
[-1,1]. Or, ce dernier n’admet pas de point isolé, donc on en déduit que cet ensemble est également
l’ensemble des valeurs d’adhérence de (cos(n))nen.

La deuxiéme partie est beaucoup plus difficile. Il faut d’abord montrer le lemme d’approximation
diophantienne :

Lemme : Soit oo € R\Q. Il existe alors une infinité de rationnels p/q € Q vérifiant :

a—p’§

1
q 2

q

Preuve : Soit N > 1. On note {x} la partie décimale de . On considere X = (0, {a}, {2a},...,{Na}) €
[0, 1]+, On peut écrire :

Et donc par un lemme des tiroirs, puisque X admet N + 1 coordonnées et ’écriture au dessus est de
la forme de N intervalles de longueur 1/N, il existe deux indices (i,7) € [0, N]? tel que i # j tels que
H{ai} — {aj}| <1/N. On note alors ¢ = |i — j| < N, p= |ag], on a bien :

1
loog — p| < ¥ =

Pour montrer qu’il y a une infinité de tels termes, la derniere différence au dessus est non nulle car
a ¢ Q, donc en reprenant la démonstration avec N assez grand on trouve un nouveau rationnel qui
satisfait la condition. g

On utilise ce lemme de la maniére suivante. On admet que 27 est un réel irrationnel ; par infinitude
du lemme précédent, on a I'existence de deux suites (p,, ¢,) € (N?)N strictement croissantes tel que pour
tout n € N :

1
|pn - 27TCIn| < —

q'VL

1 1
En notant ¢,, = p,, — 27q, = O () =0 <>, on va chercher & construire une suite qui tends vers
Pn

Pn
n’importe quelle élément de ]0, 1[. En effet, soit (r,) € N une suite qu'on cherchera a déterminer plus

tard. Alors :

cos(rppn) P = cos(e,ry ) P
Par 27 périodicité. Si on construit r,, de telle sorte que &, = 0(1), on a :

3 -2
Tnenpn

1
In(cos(eprn)™P™) = —rppp In(1 — sin2(snrn)) ~ =

2
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Ceci nous incite a construire (r,) de telle sorte que cette derniére quantité converge. Pour a > 0,

1

posons alors r, = [ae~2/3p;1|. Alors (r,) tends vers I'infini car e2p, = O () et £,7 —3 0. On en
Pn

déduit que :

n—oo —
cos(rppn) P — e a/2

Puisque le choix de a > 0 est arbitraire, on en déduit que ]0,1[ est inclus dans ’ensemble des valeurs
d’adhérence de la suite (| cos(n)|™)nen noté V. Or, on a les inclusions ]0, 1[C V' C [0, 1] et puisque V est
fermé, on en déduit que V = [0, 1].

Exercice 37 [ENS]

Soit (Oy) une suite d’ouverts non bornées de R* . Montrer qu'il existe z > 0 tel que pour tout
n € N, xNN O,, soit infini.

Corrigé proposé par J.J.T :

Pour cet exercice il va falloir mobiliser le lemme de Baire, dont I’énoncé et la preuve ont déja été
mobilisé & I'exercice 16. Revenons a l'exercice. Pour tout (n,m) € N2, on va poser :

Um= |J {zeRkzec0}= |J %on

k>m+1 k>m+1

Alors (Up,m)(n,m)en2 constitue une famille d’ouverts denses de R . En effet, soit J un ouvert de
R* et fixons n € N. Quitte a raisonner sur l'intérieur de ses composantes connexes, supposons que .J
soit un intervalle ouvert. Alors la suite (kJ N R% )ren constitue une suite d’intervalles ouverts croissante
recouvrant 'entiereté de R* , et donc rencontre O,, lorsque k est suffisamment grand, et cette intersection
reste non vide pour tout k' > k. Ainsi, quel que soit m € N, il existe un k > m + 1 tel que kJ N O,, # 0,
d’out la densité.

On peut alors appliquer le lemme de Baire, en prenant ’'intersection dénombrable :

Q= () Uwm={x>0,YneN,VmeN,3k >m+1,ak € O,}
(n,m)eN?

Q est dense dans R, car Ry muni de la distance d(x,y) = |z — y| est un espace métrique complet,
donc en particulier non vide, d’ou le résultat attendu, en prenant un x > 0 de €.
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2. MINES-PONTS
On considere (4, B) € M,,(C)? et on introduit ® 4 5 'endomorphisme de M,,(C) défini par :
VMeM,(C), ®ap(M)=AMB
1) Montrer que si A et B sont diagonalisables, alors ® 4 p est diagonalisable.
2) On suppose ici que ® 4 p est diagonalisable et non nul.
a. Montrer que BT admet une valeur propre non nulle notée \.
b. Soit Y € E\(BT). En étudiant Papplication f définie par f(X) = XY7T pour tout
X € M, 1(C), montrer que A est diagonalisable.
c. Que dire alors de B ? Que peut-on en conclure ?
(1) On pose (Xi,...,X,) et (Y1,...,Y,,) deux bases de R™ respectivement constituées de vecteurs

propres de A et de BT. On associe les (X;);en, aux valeurs propres (\;)ien, = Spc(A) et les
(Yj)jen, aux valeurs propres (41;)jen, = Spc(B) (une matrice et sa transposée ont méme spectre).

Nous allons construire une base de M, (C) constituée de vecteurs propres (qui seront en fait des
matrices propres) de ® 4 5. Pour ce faire, remarquons que pour (i,j) € N2, on a :

4 5(X;Y]") = AX;Y]" B = (AX;)(BTY;)" = Xip; XY}

Ainsi, pour tout (i, j) € N2, Xﬂ/]-T est un vecteur propre de ® 4 p associé a la valeur propre A;u1;. De

plus, puisque 1'on considere bien évidemment des vecteurs propres non nuls, ceux ainsi construits
sont non nuls. Puisqu’ils sont au nombre de n? il suffit maintenant de montrer qu’ils forment une
famille libre.

On considere donc C' € M,,(C) dont les coefficients (c; ;)i j)enz forment une famille de com-
plexes vérifiant :

> XY =0,
(i,5)ENZ,

Or, si l’on note y;, le k-iéme coefficient du j-ieme vecteur Y}, il suffit d’identifier la k-ieme colonne
de ces deux matrices dans cette égalité pour obtenir :

n n
Z CijYjkXi = Z Zcijyjk Xi=0n1
i=1 \ j=1

(4,9)EN,
Par liberté de la famille (X;);en, , on obtient :
VEEN,, VieNy, Y cijyje =0

j=1

Finalement, on obtient :

n
Vie Nn, Zcin'jT = Ol,n
j=1



EXERCICES DU RETOUR DES ANCIENS 41

A nouveau par liberté de la famille (Yj)jen, (donc celle de la famille transposée) on obtient :
v (Za.]) S wa Cij = 0

Finalement, on obtient la liberté de (XinT)(i’j)eNi. On a donc pu construire une base de M,,(C)
constituée de vecteurs propres de ® 4 p, qui est alors bien diagonalisable.

a. Supposons que Spc(BT) = Spc(B) = {0}, donc que B est nilpotente. On a alors :
VM e M,(C), ) p(M)=A"MB" =0,

Ainsi, ® 4 p est nilpotent. Puisqu’on le suppose diagonalisable, il est nul, or on suppose le contraire.
Ainsi, BT doit nécessairement admettre une valeur propre A € C*.

b. L’application f : X — XY est une application linéaire de M,, 1(C) dans M,,(C). Remar-
quons d’une part une chose intéressante sur la composition ®4 g o f :

VX € M,1(C), &4 p(f(X)) = AXYTB = AX(BTY)" = xAXY7T

Ainsi, seul A demeure dans le calcul de ®4 5 o f, et apparaissent notamment les vecteurs AX.
Puisque nous cherchons & diagonaliser A, nous cherchons une base de M, 1(C) composée de ses
vecteurs propres. Si toutefois nous trouvons une base (X;);en,, telle que f(X;) est un vecteur propre
de ® 4 p associé a la valeur propre p; pour tout ¢ € N,,, on aura :

VieN,, ®ap(f(X) = X, YT =, X, Y7
Finalement, puisque A # 0 on aurait :
VieN,, AX;YT = %XZYT

Puisque I'on prend aussi Y # 0, on pose j € N, un indice tel que le j-ieme coefficient de Y, noté
Y5, est non nul et on identifie la j-iéme colonne de ces deux matrices :

VieN,, yAX; = yj%xi e VieN,, AX; = %X
Ainsi, si une telle base existe, il s’agit bien d’une base composée de vecteurs propres de A. Il suffit
alors de montrer qu’elle existe bel et bien.

Or, &4 p est diagonalisable, donc il existe une base de M,,(C) composée de vecteurs propres
de ®4 p. L’'image de f quant a elle est de dimension n. En effet, ses vecteurs de base sont les n
matrices dont la k-iéme a pour k-iéme ligne Y7 et 0; ,, pour les autres (leurs antécédents respectifs
par f sont les vecteurs dont le k-ieme coefficient vaut 1 et dont les autres sont nuls).

n
1
On note pour tout n € N* la somme H,, = Z T
k=1

Démontrer la convergence et calculer la somme de la série E 3

Exercice 2

Hy,

S k(k+ D)k +2)°

Soit kK € N*. On a :

1 1 1 1
kk+1)(k+2) 2 (k(k'Jrl) a (k+1)(k+2)>
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Pour faire apparaitre une forme télescopique de notre terme général, on écrit :

k(k+D)(k+2) 2

kE+1)  (k+D(k+2)) " 2 - +

Hy, 1 ( Hy Hy >:1( Hi, Hisr )
k(k+1)  (k+1)(k+2)  (k+1)2(k+2)

On a donc un terme télescopique d’une part et d’autre part le terme suivant :

1 1 1 1 1
(k+12(k+2) (k+12 (k+1)(k+2) (k+1)2 (k+1 _k+2)

On a a nouveau un terme télescopique et le terme général d’une série bien connue. En traitant un a un
ces termes, on a :

3 Hy  Hpn o He g H 1
P k(k+1) (k+1)(k+2) E(k+1) k—too 1(14+1) 2
D SR PR

E+1 k+2 kE+1 kotoo 141 2

E>1
+
Zﬁ:io%—l:%{z—l

k>1(+) k=1

On a donc décomposé notre terme général en différents termes généraux de séries convergentes. Ainsi,
notre série converge vers la somme des limites des séries exhibées :

L. SR N RPN A I
—k(k+1(k+2)  2\2 6 2) 12 2

Exercice 3

Soit n € N*, et soit M € M, (R) tel que ses coefficients sont soit 0 soit 1. Quelle est la probabilité
que M soit inversible ? Montrer que la limite lorsque n tend vers 'infini de cette probabilité est
majorée par 1/e.

Solution proposée par J.J.T : Montrons le résultat plus général, qui va nous débloquer la question :

Lemme : Soit p un nombre premier, F, = Z/pZ, qui est un corps. Alors :

GL,.(F,)| = [ " —»")

Preuve : 11 suffit de raisonner en termes des colonnes : on va construire une matrice a coefficients dans
IF, colonne par colonne. Pour la premiére, on peut tout mettre sauf le vecteur nul; il y a donc p™ — 1
choix. Pour la deuxiéme, tout ce qui n’est pas dans ’espace vectoriel engendré par la premiere colonne
est permis : il y a p” — p choix. On continue de cette maniére jusqu’a ce qu’il nous reste p™ — p"~! choix
pour la derniére colonne, d’ou le résultat. O

En appliquant ce lemme au cas p = 2, on en déduit que notre probabilité, que ’on notera p,,, vaut :

k=0

En prenant le logarithme et I'inégalité classique In(1 + z) < x valable pour tout > —1, on obtient :
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n—1 1
Sn(iog) <2
En prenant la limite et par continuité de In, on en tire que o = lim,, o0 P, < % O

Exercice 4

Soit n € N*.

(1) Montrer que si A et B sont deux matrices diagonalisables dans M,,(C) qui commutent,
alors elles le sont dans une méme base.

(2) En déduire que si A € M,,(C) commute avec sa transposée conjuguée, alors A est diagona-
lisable dans une base orthonormée.

Exercice 5

Soit (a,) une suite complexe vérifiant a,, = o(1/n) au voisinage de +oco. On pose pour tout
€l—1,1:

o
= g anx"
n=0

Justifier 'existence de f, et montrer que :

Que peut-on en déduire ?

n

T 1

Le rayon de convergence de la série entiere E — | est 1, et puisque a,, = o (> on en déduit que

n n
n>1

le rayon de convergence de (Zn>0 anx”) est > 1, d’ou l'existence de f. Soit € > 0. Il existe un N € N*
tel que pour tout n > N on a |a,| < &/n. Soit donc p > N. On a alors :

S SN (R 5 1)

k=p+1

k p+1

1

D’abord, - (1 . ) < Ll (1 = > = O(1) au voisinage de l'infini. De plus, on a l'in-
Pt P+ p

égalité classique de Bernoulli :

k k
whelal (1-0) 21-f—1-(1-0) <2
p

p p p

On a donc l'existence d’une constante M > 0 telle que :

o)

<eM+ - Z|ak\k
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La suite (|ax|k) tend vers 0 par hypothese. Il faut donc montrer le lemme de Cesaro pour conclure, et
puis prendre la limite lorsque p — oo.

On en déduit notamment que si lim,_,1 f(z) existe, alors la série Z an | converge, et sa somme
n>0
vaut f(1). O

Exercice 6 2

Soit f : R? — R continue et g : R? — R de classe C2.

(1) Soit a < b et ¢ < d quatre réels. Montrer que :

/(lb/cdf($7y) dydaiz/cd/abf(m,y) dz dy

(2) En déduire le théoréme de Schwarz dans le cas C? : pour tout (xo,y0) € R? :

8729(95 ) = 8729(56 )
920y 05 Y0 _6y8x 05 Y0

d
(1) Pour z € [a,b], on pose h(z) = / f(z,y) dy. Alors h est continue. En effet :
(&
— Pour tout y € [¢,d], x — f(z,y) est continue car f lest.
— Pour tout = € [a,b], y — f(x,y) est L, continue par morceaux (car continue).

— [a,b] x [c,d] est un compact de R? et donc par le théoréeme de Weierstrass f est bornée sur ce
dernier, donc on a une domination intégrable (une constante) sur ce dernier.

Donc d’apres le théoréme de convergence dominée, h est continue. Regardons alors ce qui se passe
lorsqu’on integre h; h étant continue, on peut utiliser la définition des intégrales de Riemann :

b b—qg =t b—a dp_ g2 b—a
/ h(z) de = lim —— E h<a+k) = lim / E f(a-i-k/y) dy
o n—oo N o n n—oo J. n =0 n

n—1
b— b—

On pose alors pour tout n > 1, f,(y) = a4 g f <a+ ka,y>. I est clair que f,(y)
n

n
k=0

b
converge simplement vers / f(x,y) dx pour tout y € [c,d], tout en restant L' par les mémes
a

arguments que précédemment.

Pour la domination, il suffit de remarquer que |f,(y)| < (b — @)l f||co, avec ici la norme infinie
prise sur le compact [a, b] X [¢,d]. D’aprés le théoréme de convergence dominée, on a alors :

i [ £u(o) dy:/cdnlggofn(y) dy<=>/ab/cdf<x,y> dy dx:/j/abﬂx,y) dr dy

n—roo c

O

0? 0?
(2) On pose ¢(z,y) = 8Tagy(m,y) - @ngz:(x’y) et on suppose qu’il existe un point (zg,y0) € R?

qui vérifie ¢(zo,yo) # 0. Quitte & considérer —¢, on peut supposer sans perte de généralité que
d(x0,y0) > 0. Par continuité de ¢, il existe un voisinage ouvert de (zo, yo) sur lequel ¢ > 0. Quitte
a le rétrécir, on peut supposer que ¢ > 0 sur un compact K = [a, b] X [¢,d] avec (xo,y0) € K.
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Cela impliquerait donc que :

//K¢(x,y) dr dy >0

Mais d’apres la question précédente, cette intégrale vaut 0 (& calculer), d’ou absurdité. ¢ est
donc identiquement nulle.

Exercice 7

Soit f : R — R une fonction continue et intégrable. Montrer que :

/ F)e at "= 0
R

C’est horrible de recevoir ¢a aux Mines. Soit € > 0. Puisque f est intégrable sur R, il existe un compact
K C R de la forme K = [-R, R] avec R > 0 tel que :

< dt <e/2
</R\K|f(t)l t<e/

On se rameéne donc & 1’étude de 'intégrale en question sur le compact [—R, R]. Montrons d’abord un
lemme classique qui nous sera utile.

f(t)et dt
R\ K

Lemme : Soit f : [~R, R] — R de classe C1. Alors :

R
/ Ft)e™ at =30
—-R

Preuve : 11 suffit de faire une intégration par parties et de remarquer que f’ est bornée car continue
sur le compact [—R, R]. On note désormais la norme infinie comme le sup du module sur ce dernier.

sl []  fres ()

D’ou le résultat. Revenons a notre cas; d’aprés le théoréeme de Weierstrass, il existe une suite de
polynémes (P,) € R[X]N qui converge uniformément vers f sur [~R, R]. Ainsi, pour tout ¢ > 0, il existe
un N € N tel que pour tout n = N, ||f — Pn|leo < €/4R. On en tire que, pour tout n > N :

R
‘ /_ S dr <Sto (D

Car les polynémes sont tous de classe C' et donc le lemme s’applique. En reprenant la limite, on

conclut que pour tout € > 0 :
R .
/ f(t)et dt
-R

Ainsi, lim [ f(t)e"™ dt = 0. O
A—o0 R

< 2(Iflloe + RIflloo)

e

R R
— eiAt
<[ o -raoas| [ Pt

lim

<€
A— oo \2

Exercice 8

Soit P € C[X] non constant. Existe-t-il toujours un A € C tel que P — X est scindé a racines
simples 7
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On va raisonner par I'absurde. Supposons que pour tout A € C, P — X ait une racine double que
Pon note p(A). Alors p(A) est aussi racine de P’. Ainsi, pour tout A € C, il existe un p(X) racine de P’
vérifiant P(p(\)) = A. En notant Z¢(P’) 'ensemble des racines de P’, qui est un ensemble fini, on a alors
P(Z¢(P')) = C, ce qui est évidemment absurde. O

Exercice 9

Soit  C R™ un ouvert borné de bord 99, u € C*(2) NC%(Q) tel que Au > 0 sur Q.
(1) Montrer que :

sup u(xz) = sup u(x)
€N €00

(2) Le résultat subsiste-t-il si on suppose que Au > 07

(3) Soit f € C%(AN). On considere 1’équation aux dérivées partielles suivante, appelée équation
de Laplace :

Osize
Au(e) = {f(a:) si x € 002

Montrer que cette équation admet au plus une unique solution.

(1) u est de classe C? sur Q. Supposons que le supremum est atteint a l'intérieur de 2 en un point
o € €. Alors au voisinage de zg :

u(x) = u(zo) + (Vu(wo), x — zo) + (Hessy (o) (z — w0), (z — w0)) + o(||2 — xo|*)

Or, puisqu’il s’agit d’'un maximum, Vu(xzg) = 0. Puisque Au(xzg) = Tr(Hess,(zg)) > 0 et
Hess, (29) € Sn(R), ce dernier admet une valeur propre A > 0. Soit v un vecteur propre unitaire
associé a cette valeur propre. Alors, pour t assez petit pour que zg +tv € Q, on a :

u(zo + tv) = u(xg) + M2||v]|* + o(t?)

Soit § > 0. Il existe un r > 0 tel que pour tout 0 < ¢ < r, |u(zo + tv) —u(xe) — M?| < §t2. Ainsi,
on a l'encadrement :

(A= 0)t? < u(wo + tv) — u(zg) < (A4 6)t?
En prenant ¢ < A, on conclut qu'il existe un ¢ > 0 tel que u(zo +tv) —u(zo) > 0 et zo +tv € Q.
Le sup n’est donc pas atteint a l'intérieur. € est compact car fermé borné en dimension finie, donc

u atteint son maximum dessus mais pas a l'intérieur ; on en déduit le résultat demandé. O

(2) Soit e > 0. On suppose que Au > 0, et on pose u: = u + eP(x1,...,x,), avec P(x1,...,x,) =

1 n
o E x7. Alors Au. > ¢ > 0 et donc :
n
i=1

sup(u(z)) + € = sup us(z) = sup u.(x) = sup (u(z)) +¢
e e €N €00

On en déduit le résultat en laissant tendre £ — 0. O
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(3) Supposons que I'équation admet deux solutions u; et uz. On pose g(x) = ui(z) — uz(z). Alors g
vérifie les hypotheses de la question 2; on en déduit que g < 0 sur €. Mais —g vérifie également les
mémes hypotheses. Donc g > 0. On en tire que g = 0 sur © et donc sur € par continuité. Donc si
une telle solution existe, elle est unique. O

Soit (ag, ..., a,) € R**1. Calculer le déterminant :
aq aq a9 ce. Qp—1 QA
Qp, Qg aq cee Qp—2 QAp—1
aq a9 as 600 0060 ap

C’est un classique! On pose J € M,,;+1(R) la matrice suivante :

0o 1 0 0 O 0

0 0o 1 0 O 0

0 0 o0 1 0 0
J =

0 0 0 0 O 1

1 0 0 0 O 0

n
Alors, en posant Q(X) = ZakX k¥ on remarque que le déterminant en question est le déterminant
k=0
de la matrice Q(J). On remarque également que J"*! — I,,;; = O, 1. Donc J est diagonalisable, car
annulé par le polynéme unitaire X" — 1. Ce polyndme est de degré n + 1, est unitaire et annule J; on
en déduit que c’est son polynéme caractéristique, et en notant w = exp(27i/n + 1) on en tire que son
spectre est Sp(J) = {1,w,...,w™}. Ainsi, il existe une matrice inversible P telle que J = PDP~! avec
D = diag(1l,w, ...,w™). On en tire que :

ap aq as cee Qp—1q Ay,
an Qo aq cee Qp—2 Qp—1
= det(Diag(Q(1), Qw), ... Qw™))) = [[ Q")
k=0
a; a2 asz ... - ag

Soit n € N* 1 < r < n. Montrer que I’ensemble des matrices réelles de rang < r est fermé.
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Corrigé proposé par J.J.T :

C’est un exercice qui oblige les étudiants a connaitre leurs caractérisations du rang! Il faut se souvenir
que le rang d’une matrice, c’est la taille de la plus grande sous-matrice inversible. On va utiliser cette
définition pour pouvoir conclure. En effet, supposons que I'’ensemble des matrices de rang < r n’est pas
fermé. 11 existe donc une suite de matrices (M,)peny € M, (R)Y de rang tous inférieur & 7 qui converge
vers une matrice M de rang d = rg(M) > r. Notons M? une sous-matrice de M telle que M? € GL4(R),
et pour tout p € N, Mg la sous-matrice correspondante a M), de telle facon que Mg P M, GL4(R)
étant ouvert ('image réciproque de R* par le déterminant, qui est continu), il existe un rang py € N
apres lequel pour tout p > po, Mg € GL4(R), ce qui est absurde car d’aprés la caractérisation du rang
avec les sous-matrices, cela impliquerait que rg(M,) = d > r apreés un certain rang, ce qui contredit les
hypothéses. Ainsi, ’ensemble des matrices de rang < r est bien un fermé de M, (R).

X
On note ¢ : N* — N* la fonction d’Euler qui a k associe le cardinal de (Z / kZ) , le groupe des

inversibles du groupe quotient (Z YA +>.

(1) Montrer que p(k) = {1 <j <k, jAk=1}

(2) On fixe n € N*, X — U([1,n]) une variable aléatoire suivant une loi uniforme. En calculant
la probabilité P(X An = 1) de deux maniéres différentes, montrer que :

)

Avec le produit portant sur les nombres premiers qui divisent n.

n
(3) On admet que la série des 1/p avec p premier diverge. En déduire que la suite <>
n n>1

est dense dans [0, 1].

Corrigé proposé par J.J.T :

X
(1) Montrons que j € (Z/kZ) si et seulement si j Ak =1.Si j Ak =1, d’aprés Bézout il existe des

entiers (u,v) € Z? tels que ju + kv = 1, donc ju = 1[k]. On a raisonné par équivalence, donc on a
bien le résultat.

(2) Un raisonnement direct par cardinal nous donne un premier résultat :

_1<ji<n jAn=1)] o)
n n

P(X An=1)

Dans un deuxiéme temps, en notant A, = (p|X) pour tout p premier qui divise n, il est clair
avec le lemme de Gauss que ces évenements constituent une famille d’évenements mutuellement
indépendants. On peut alors écrire I’événement de la maniére suivante :

(XAn=1) =4, =PXAn=1)=]]-P4,)) =]] (1—1)
pln pln pln
D’ou le résultat. O

(3) Pour tout n € N* on a établi que :
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)

pln

On n’a donc besoin de considérer que I’ensemble des entiers sans facteur carré @ = {n € N*, ¥p €
P, vp(n) < 1}. Montrons alors le lemme suivant qui va tout nous débloquer.

Lemme : Soit A = (a,,) €]0, 1[" une suite strictement croissante tendant vers 1 telle que la suite
(1 — apn)nen ¢ ¢*(N). Alors I'ensemble :

E(A) = {Ha Ie Pf(N)}

icl

Est dense dans [0, 1], avec Pf(N) I'ensemble des parties finies de N.

Preuve : 1 est valeur d’adhérence de (a,,) donc on n’a pas & le considérer. 0 est également dans
ladhérence de E(A). En effet :

In (ﬁ ak> = znjln(ak) < Xn:(ak -1) =% —
k=1 k=1

k=1

Donc par continuité du logarithme, 0 € E(A). Supposons qu’il existe un 6 > 0 et un z €]0,1]

tels que Iy =|x — 4,2+ 5[NE(A) = 0. Quitte a rétrécir 4, on peut également supposer que Is C]0,1].
Par hypotheése, il existe un rang N € N tel que ay > x + 6 et pour tout n > N, |1 — a,| < 6. On
pose alors :

N+n
vneN, v, = H ar € E(A)
k=N

Alors pour tout n > N, |v, — Upt1| = vn|l — a,| < J. De plus, grice a ce qu’on vient de
montrer, (v,) tend vers 0. On a donc exhibé une suite décroissante qui va balayer ]0, ay]| telle que
la différence de deux termes successifs est strictement inférieure a d.

On note ng = max,>o{vy, >z +d}. ng < +oo car (v,) tend vers 0. Or, par décroissance stricte
de la suite (v,,) et par hypothése sur = et ¢ :

Ung+1 <X — 0 < T+06 < vp,

Donc 26 < |vp, — Ung+1| < 0 ce qui est absurde. O

On remarque donc que la suite (%) décrit exactement ’ensemble :

o = H(l—;),qEQ

plg

Et que la construction de la démonstration précédente nous permet de trouver une sous-suite qui
1

converge vers n’importe quel élément de [0, 1] car la suite (ap = (1 — >> satisfait les conditions
p

du lemme.
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~

Soit (p, q) € (N*)2, et n > 1. On note D,,(C) I'ensemble des matrices de M,,(C) diagonalisables.

(1) Soit (A, B) € C[X)? tels que deg(A) = p et deg(B) = g. Montrer que ¢4 p5 : Cy—1[X] X
Cp1[X] = Cpig-1[X], (U, V) = AU + BV est un isomorphisme si et seulement si A et B
sont premiers entre eux.

(2) En déduire que l’ensemble des polynomes de C,[X] scindés a racines simples est un ouvert
de C,[X] pour n > 0.

(3) Déterminer l'intérieur de D, (C).

Corrigé proposé par J.J.T :

(1) Remarquons que les deux espaces ont la méme dimension et que ¢4 p est trivialement une applica-
tion linéaire entre ces deux espaces. Il suffit donc de montrer que le noyau de ¢4 g est réduit a {0}
si et seulement si A et B sont premiers entre eux. Supposons que le noyau ne soit pas réduit a {0}.
Alors il existe un couple de polynomes (U, V') # (0,0) vérifiant deg(U) < g— 1 et deg(V) <p—1
tel que AU = BV. On en déduit que B|AU. Si on suppose que A et B sont alors premiers entre
eux, par le lemme de Gauss B|U et donc deg(U) > ¢, ce qui est absurde. Donc par contraposée, si
A et B sont premiers entre eux ¢4 p est un isomorphisme. Réciproquement, supposons que ¢4 g
est un isomorphisme. Alors il existe un couple (U, V) € Cy_1[X] x Cp_1[X] tel que ¢4,5(U,V) = 1.
D’apres le théoreme de Bézout, cela équivaut a dire que A et B sont premiers entre eux, d’ou le
résultat. 0

(2) On va utiliser la caractérisation suivante : P € C[X] est scindé a racines simples si et seulement
si P est premier avec P’. Le résultat de la question précédente s’applique alors : P est scindé a
racines simples si et seulement si ¢p p/ est un isomorphisme. L'application I'y 4 : (4, B) — ¢a,B
sur Cp,_1[X] x C4_1[X] est clairement linéaire, continue car tous les espaces considérés sont de
dimension finie. P + (P, P’) est également linéaire continue de C,,[X] — C,[X]x C,,_1[X]. D’apres
notre remarque, on a donc que ’ensemble des polynémes de C,,[X] scindés & racines simples est
I'ensemble des polynémes P tels que det(T'y, ,,—1(P)) # 0. Il est donc I'image réciproque de C*, qui
est ouvert, par I’application continue det oI';, ,,—1, donc également ouvert. g

Montrer qu’il est impossible de piper deux dés de telle sorte que la somme des deux faces obtenues
suive une loi uniforme sur [2,12].

Corrigé proposé par J.J.T :

Soit X la variable aléatoire associée a la face obtenue du premier dé et Y I’analogue pour le second.
On suppose par 'absurde qu’il est possible de les piper de telle maniere que cela suive une loi uniforme.
On note Gx et Gy les fonctions génératrices associées a X et Y respectivement. Alors :

2 10

5 5
Gxiv(t) =3 kzzotk = Gx(t)Gy(t) =t (kzzop(x =k+ l)tk> (,;)P(Y =k+ 1)1&’“)

1
Notons P(t) = ﬁ(l +t+...+ ). Alors d’apres I'égalité ci-dessus, il existe deux polynomes de degré

5 & coefficients réels Qx et Qy tels que P(t) = Qx(t)Qy (t). Or, les racines de P sont exactement les
éléments de Uy \{1}, dont tous les éléments sont complexes. En notant 6 = 27, P se factorise sous forme
irréductible dans R[X] de la maniére suivante :
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s

P(t) = & [ = 2cos(k)t +1)
k=1

On en tire que si on factorise @ x par exemple en facteurs irréductibles, il serait forcément de degré

pair, ce qui est faux, d’ou I'absurdité. O

(1) Trouver un équivalent, lorsque z — oo de :

°° sin(t)
I(x) = — dt
() /0 @ 4

(2) Pour = > 0, on pose :

Trouver un équivalent de J(x) lorsque x — 0T

Corrigé :

(1) Onremarque déja que l'intégrale est toujours bien définit lorsque x # 0, car l'intégrante est toujours
un O(1/t?) au voisinage de 'infini et continue en 0. On effectue le changement de variables t = sx

avec x > 0 afin d’obtenir :
1 [ sin(sz)
I(z) = — d
(z) x /0 1152 *

On intégre encore par parties, en intégrant s — sin(sx) et en dérivant ce qu’il faut :

=L (-

De ce fait, on a :

mQI(m)zl—/O mds:l—i—o(l)

Grace au lemme de Riemann-Lebesgue pour les fonctions L! de classe C! (voire corrigé de
I'exercice 7). Ainsi, I(x) ~ 1/22.
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3. CENTRALE

On considere les prolongements continus sur R des fonctions suivantes :

1) Justifier que f est développable en série entiére et déterminer le rayon de convergence associé.
Montrer de plus que f et g sont de classe C*° sur R.

2) On admet le théoréme suivant :

a.

b. Montrer : Vn eN, P, = (n+1)P, et fol P, i1(z)dz =0.

3) Démontrer le théoréme admis en question 2).

Exercice 1

t

e
t—

de prolongement noté f et t — de prolongement noté g

et —1

Si h € F(R,R) est développable en série entiére au voisinage de 0 telle que h(0) # 0,
alors % est développable en série entiére au voisinage de 0.

Montrer qu’il existe 7 > 0 tel qu’il existe une unique suite de polynémes (P,) € R[X] telle que :

te® _ f P, ()

7tn
et —1 n!

VaeeR, Vte]—rr|

n=0

(1)

On a t — e* — 1 développable en série entiere de DSE :

+ootn
t _
VteR, e —1_§ -

n=1

Ainsi, par continuité en 0, on obtient le DSE de f sur R :

ViteR et_l_—i:ooL
ot _n:O(nJrl)!

On remarque que son rayon de convergence est le méme que celui de t +— et — 1, c’est-a-dire +oo.
De plus, on remarque que e’ — 1 et ¢ sont de méme signe, donc que f est strictement positive sur R
(car f(0) = 1). Puisque f admet un DSE sur R, elle y est C*°. Ainsi, ¢ est inverse d’une fonction
strictement positive et C*° sur R, donc elle est elle-méme C* sur R.

a. D’apreés le théoréme admis, puisque f(0) = 1 # 0, on en déduit que g admet un DSE au voisinage
de 0. On note r > 0 son rayon de convergence. On pose maintenant € R et on écrit, pour t €] —r, 7|
les DSE suivants :

n!

t R . R (xt)"
_ _ n Tt
g(t)fet_lfzoant et e *Z
n=

n=0

On écrit donc le produit de ces deux DSE :

e X[ nk g tn_+oo 1 (= an_gn! n
i Dl DUE el LD Dh i DBy

n=0 \k=0 n=0 k=0

Ainsi, on définit de maniére unique (par unicité du DSE de g) la suite de polyndmes suivante :

n

VneN, P":Z

k=0

ap— 1!

k
k!X

La définition de ces polynémes nous donne bien :
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VeeR, Vte]—rr| 1= o t"
n=0
b.On a:
n+1 n+1
ka 1_k(n—|— 1)! B an,(k,l)n! _
v N, P, = UL AR G 1 ) xkl

Puisque le terme en k£ = 0 est nul, on s’est permis de simplifier et de supprimer ce rang. Par
changement de variable, on obtient :

n

VneN, Pp=m+1))
k=0

Ap_pn!
k!

Xk =mn+1)P,

En intégrant notre fonction initiale, on obtient :

et —1

L et +oo 1Pn d
vie -rrl\on [ dx:l:zwtn
0 n=0 :

Par unicité du DSE de t — 1, on a nécessairement fol P, (z)dx = 0 pour n > 1, c’est-a-dire :

1
VneN, / Poi1(z)dz =0
0

(3) Soit h une fonction réelle non nulle en 0 et développable en série entieére au voisinage de 0. On pose
donc r > 0 son rayon de convergence et on a :

—+o0
Yitel—rr], h(t) = Z ant™ avec ag # 0

n=0

On se permet donc de factoriser par ag et passer a l'inverse :

1 1 1
viel -l 2(t) = —

ap too ,
1+ Z a,t"
n=1

Ici on a posé a, := ay/ap pour tout n € N*. En notant H(t) = — j;: ant™, ona H(0) =0, donc
il existe un voisinage de 0 sur lequel |[H| < 1. En se plagant sur I'intersection de ce voisinage avec
] — r,7[, on peut développer en série entiére comme suit :

%(t):a—lo(lJrH(t)+H(t)2+-~~+H(t)"+...)

A chaque puissance n on développe en série entiere via les coefficients de Cauchy. Finalement, on
a bien trouvé un voisinage de 0 sur lequel on peut développer 1/h en série entiére. 0
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Exercice 2 "

Pour M € M, (R) et a € R, on considére la suite (My)ren € M, (R)N définie par :

My=aM etVEkeN, My = Mk(QIn — MMk)

On rappelle que 'on note p(M) = \ rgagw) |A| le rayon spectral d’une matrice M.
€S5p
Partie python
1 7T =2 1
1) Dans cette question, on considére M = 6 -2 10 —2|eta=-.
1 -2 7

Justifier que M est inversible. Proposer alors une valeur de la limite de la suite (My)ken en
fonction de M 1.

5 —2 1
1
2) Dauns cette question, on considére M = - | =2 2 =2 ) eta=-.
-1 -2 5

Calculer M2. Que peut-on en déduire sur M ? Proposer une valeur de la limite de (Mp)gen.

Partie théorique

2k —1
3) Montrer que 'on a : V j,k € N, M, = M; Z (I, — MMj)i
i=0
2
4) On considére maintenant M symétrique réelle non nulle et « tel que 0 < a < W
p

a. Montrer que, dans ces conditions, la suite (My)gen est convergente.
b. Dans le cas ot M est inversible, déterminer la limite de (My)ken-
c. Qu’obtient-on comme limite dans le cas général 7

5) On note L la limite d’une suite (Mj)ren définie a partir de M et « vérifiant les conditions
introduites en question 4). On pose Y € R™ et on munit R” de la norme euclidienne.

Définition : On dit que Z € R™ est une pseudo-solution de I’équation M X =Y lorsque :
IMZ -Y]| = inf |[MX -Y]
XeRn

Montrer alors que LY est I'unique pseudo-solution de ’équation M X =Y sur R™.

Exercice 3

Soit G un sous-groupe fini de GL,,(C) tel que G N SL,(C) = {I,,}. Montrer que G est cyclique.

Solution proposée par J.J.T :

L’application det : G — C* est un morphisme de groupe, et la condition de ’énoncé est que son noyau
est réduit & {I,} ; autrement dit, G est isomorphe & un sous-groupe de C*. Il faut donc montrer que tous
les sous-groupes finis de (C*, x) sont cycliques.
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D’abord, soit G un sous-groupe fini de C*. Alors pour tout g € G, |g| = 1. En effet, si |g| > 1 alors
la suite (¢™) est infinie et incluse dans G, ce qui contredit la finitude de ce dernier. Si 0 < |g| < 1, alors
1/g € G car G est un groupe et donc on applique le raisonnement précédent a 1/g.

D’apres le théoreme de Lagrange, en notant a = #G, g = 1. Notons w(g) l'ordre de g € G et notons
d = maxgzeqw(g). Alors G C Uy par le théoreme de Lagrange, donc #G < d. D’autre part, d < #G car
w(g) < #G pour tout g. Donc G = Uy, qui est cyclique, d’ott le résultat. O

Exercice 4

Soit n € N*. On pose ¢ : M,,(R) — M,,(R) I'application qui & une matrice A associe AT. Calculer
det(¢) et Tr(o).

Corrigé proposé par J.J.T :
On commence par un petit lemme parfaitement élémentaire :

Lemme : On note S,(R) l'espace vectoriel des matrices symétriques et A, (R) celui des matrices
antisymétriques. Alors :

M, (R) = S, (R) @ An(R)

Preuve : Soit A € S,(R) N A, (R). Alors AT = A = —A donc A = O,,, donc les deux espaces sont en
somme directe. Ensuite, il suffit de remarquer que :

VA€ Mu(R), A= %(A+AT)+%(A7AT)

€Sn(R) €A, (R)

Donc S, (R) + A, (R) = M,,(R), d’ou le résultat. O

Or, on a les relations ker(¢ — Id) = S,,(R) et ker(¢ + Id) = A, (R). Donc ¢ est diagonalisable, et son
polynéme minimal est X2 — 1 (on aurait pu, par ailleurs, utiliser cela pour montrer le lemme). Ainsi, les
valeurs propres sont seulement —1 et 1, et leurs multiplicités sont la dimension de A, (R) et de S, (R)
respectivement. Or, la dimension de S,(R) est n(n + 1)/2, car un élément de S, (R) est uniquement
déterminé par sa diagonale et tout ce qui se trouve au-dessus. Ainsi, celle de A, (R) est n(n —1)/2. On
en déduit que :

n(n+1) n(n—1)

Tr(¢) = B - 5 =n et det(¢) = (_1)"(n—1)/2

Exercice 5

Soit n € N*, E un R-espace vectoriel de dimension n, p, g, r trois projecteurs tels que p = v/2q +
V/3r. Montrer que p=gq =7 = 0.

Corrigé proposé par J.J.T :
Ca sent la trace! On la prend. On en déduit qu’il existe (a, b, c) € N trois entiers tels que :

a=+2b+ 3¢

Supposons par ’absurde que 'un des trois projecteurs p, q,r est non nul. Alors ¢a veut dire qu’on a
une combinaison linéaire non triviale (o, 8,7) € Z> qui vérifie :
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V3a+v28+y=0

Si o # 0, cela impliquerait que /2 € Q ce qui est évidemment faux. Supposons alors que a # 0. On a
alors :

Vio 2V . (V2R 9?4267 4+ 2V26y
[0

o? o?

On a donc By =0ou B =0. B =0 implique /3 € Q, ce qui est évidemment faux. Si v = 0, on a alors
V/3 = 30v/2 pour un § € Q. Notons § = a/b avec a A b= 1. Alors :

2
2:2—2@3172:2@2

Donc 3la et 2|b par le lemme de Gauss. On écrit alors a = 3p et b = 2q avec p A ¢ = 1. On a alors :

On a donc I'égalité a?/b> = ¢ /p®. En prenant les racines, on trouve a/b = ¢/p et donc par identification
(tout a été simplifié au maximum), a = g et b = p, ce qui est absurde car on a alors 2a = b et 3b = a.
Donc dans tous les cas, ce n’est pas possible! O

Exercice 6

Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires iid & valeurs dans {—1,1} telles que P(X; = 1) =
n

P(X; = —1) = 1/2 pour tout ¢ > 1. On pose pour tout n > 1, S, = ZXi'
i=1

(1) Déterminer une expression explicite, puis un équivalent, de la probabilité P (S, = 0).

(2) En déduire que S,, = 0 pour une infinité de n € N* P-presque stirement.

Corrigé proposé par J.J.T :

X, +1

(1) Pour tout ¢ > 1, on pose Y; = . Alors Y; — B(1/2) pour tout i > 1 et donc pour tout n > 1 :

S, = iyi — B(n,1/2)

=1

~ 1
On en tire que, pour tout 0 < k <n, P(S, =k) = on (Z) Or :

~ 1 n 1 /n
= = —_ < < = —_ = —
Sh 2Sn—|— 5 = V1<k<n, P(S,=2k—n) o (k)

On en tire que S,, = 0 est possible seulement si n = 2p pour un p > 1. Ainsi :

1 /2p 1
7)(5213 :0) = M(p) ~+oo 7%7)
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o0

(2) On pose Z = Z 1(S2, = 0). On va raisonner par I’absurde, en supposant que S,, = 0 ne se produit
n=1
qu’un nombre fini de fois P-presque siirement. Z admet donc une espérance. En effet :

Z =#{k €N, Szk:O}:E(Z):iP(sz)

Cette derniére somme est, par hypothese, finie, donc convergente. Or, par linéarité de ’espé-
rance :

E(Z) =Y E(1(S2, =0)) Z (893, = 0)

OL P(Szn = 0) ~

, qui n’est pas sommable, d’ou le résultat. O

1
VTN

Exercice 7

Soit G un sous groupe fini de GL,,(Z). Soit m > 3, g € G. On suppose que les coefficients de g — I,
sont tous divisibles par m > 3, et on pose A = %(g —1I,).

(1) Montrer que A est diagonalisable et que Sp(A) C D(0, 1)
(2) En déduire que A est nilpotent et que g = I,,.

n—1

(3) En déduire que |G| < H (3" — 3%)
k=1

Corrigé proposé par J.J.T :

(1) D’apres le théoréeme de Lagrange, pour tout g € G, en notant d = |G|, g¢ = I,,. Ainsi, tout les
éléments de G sont annulés par le polynéme X — 1 qui est simplement scindé dans C[X]. On en
déduit que tout les éléments de G sont diagonalisable, et que pour tout g € G, Sp(g) C Uy.

Soit g € G vérifiant les hypothéses de 1'énoncé. ¢ = PDP~! avec P € GL,(C) et D =
Diag(A1, ..., An), avec (A1, .., A,) € U, Alors :

A = PDiag (Al — 1 An — 1) p1
m m

On a donc Sp(4) = {(A — 1)/m,...,(An, — 1)/m}. or, on a supposé que m > 3; par I'inégalité
triangulaire, on en tire que pour tout p € Sp(A4), |u| < 2/3, donc Sp(A) C D(0,1).

(2) D’apres la question précédente, lim,_,o AP = O,. En notant A? = (a; ;(p))1<i j<n, Par hypothese
(aij(p))p>0 € ZN pour tout 1 < 4,5 < n. Mais (AP) tends vers la matrice nulle; il existe donc un
N;; € N tel que, pour tout p > N; ;, |a; ;(p)| < 1/2. Donc pour tout p > N; ;, a;;j(p) = 0. On
pose alors N = max1 < 4,57 <nN; ;. On a alors AN = O,,. A est donc nilpotent, mais également
diagonalisable ; on en déduit que A = O,,. En réarrangeant, on retrouve alors g = I,,.

(3) On pose 7 : GL,(Z) — GL, (Z/?)Z). D’aprés la question précédente avec m = 3, ce morphisme est

injectif. On en déduit notamment que 7(G) est un sous groupe de GL,, (Z / 3Z) de méme cardinal
que G. Ainsi :

Gl = I7(G)| < |GLa (%/37)| = e -

k=1
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Pour la derniere égalité, voire le corrigé de l'exercice 3 section Mines-Ponts.

Soit (G, +) un sous groupe de (R, +). On pose a = inf(G NRY).

Exercice 8

(1) Montrer que si a > 0, G = aZ et que si a = 0 alors G = R.

(2) Soit f € C(R,R) périodique non constant de période T' > 0. Déterminer une condition
nécessaire et suffisante sur 7' pour que f(Z) soit dense dans f(R).

(3) Déterminer l'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (cos(n))nen.

Corrigé proposé par J.J.T :

(1)

Posons en effet a = inf(G NR?% ). On suppose que o > 0. Si a ¢ G, alors il existe une infinité d’élé-
ments de G entre « et 2. Parmi eux, prenons g et h avec g < h.Onah—g€ G,ora > h—g >0,
ce qui contredit le principe de la borne inférieure. Donc on a nécessairement o € G.

Ainsi, aZ C G. Or, si I'on suppose qu'il existe g € G N RY tel qu'il existe k& € Z tel que
ka < g < (k+ 1)a, on obtient 0 < g — ka < « avec g — ka € G, ce qui contredit & nouveau le
principe de la borne inférieure. On peut obtenir la méme contradiction pour g négatif.

Ainsi, on a montré, dans le cas ot a = inf(GNRY) > 0, que G = aZ.

Supposons maintenant que inf(G NR?%) = 0. Considérons alors deux réels 0 < x < y (les bornes
de notre T). Puisque y —x > 0, il existe g € G tel que 0 < g < y—x (d’aprés 'hypothése de départ).
Comme vu dans la question 1, on peut ainsi déterminer k € N tel que x < kg < y avec kg € G.

On a donc montré que I'on peut loger un élément de g dans tout intervalle ouvert de R? . Puisque
0 € G et que, par passage a I’opposé, on obtient le méme résultat sur R* , on en déduit que G est
dense dans R.

11 est claire que si T' € Q 'ensemble f(Z) est finie, donc ne peut pas étre dense dans f(R) car ce
dernier est indénombrable d’apres le théoreme de Weierstrass sur les bornes atteintes. Montrons
alors qu’il suffit que T soit irrationnel. On Considére G = Z+TZ. Il est évident que (G, +) < (R, +).
Montrons que a = inf(G NR% ) = 0, et que G est donc dense dans R. Supposons que o > 0. Alors
il existe un réel B € R tel que G = BZ. On a alors I'existence d’un couple (n,m) € (Z*)? tel que :

T =pn — T =pn
1+T=pm 1=p(m—n)

C’est a dire que 8 € Q et que T aussi, ce qui est absurde. G est donc dense dans R et on en tire
que f(G) est dense dans f(R) par continuité. Or, par T périodicité, f(G) = f(Z). Donc si T est
irrationnel, f(Z) est dense dans f(R).

Réciproquemment, on raisonne par contraposée, ce qu’on a fait au tou début de la question.

7 est irrationnel, donc 27 également. De ce fait, d’apres la question précédente, I’ensemble cos(Z) =
cos(N) est dense dans cos(R) = [—1,1]. Pour montrer que c’est également I’ensemble des valeurs
d’adhérence, il suffit de remarquer que, puisque [—1, 1] n’admet pas de points isolés, I'adhérence
de cos(N) est I’ensemble de ses valeurs d’adhérence. En effet, si on note V I’ensemble des valeurs
d’adhérence de la suite (cos(n)),sy :

V= ﬂ {cos(n), n > p}

peEN
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Or, quitte & épointer I'intervalle [—1, 1] des p premiers valeurs de la suite considérée, I’adhérence
de ce dernier reste [—1, 1]. De ce fait, dans I'intersection au dessus, pour chaque indice p I'adhérence
considérée est toujours la méme, c’est ) dire [—1, 1], d’on le résultat.

Exercice 9

Pour tout o € R, on pose :

[T zn(z)
I(a)—/o mdm

(1) Déterminer les valeurs de « pour lesquels I(«) est convergente.

(2) Calculer I(2) et I(3). Déterminer la limite de I(«) lorsque @ — 0.

Corrigé :

In(x)
x2a
est convergente si et seulement si o > 1. Au voisinage de 0, quelque soit la puissance a on a un
équivalent simple qui est xIn(z) qui est toujours intégrable car prolongeable par continuité en 0.
Ainsi, I(a) est convergent pour tout o > 1.

(1) Tl est claire qu'au voisinage de linfini, lintégrante est équivalent & du donc l'intégrale

(2) On traite d’abord le cas a = 2. On fait le changement de variable ¢t = 22 pour se ramener a :

On aimerait bien intégrer par parties, mais cela posera problémes au niveau des bornes. On fixe
alors 0 < 0 < R et on pose :

1 R In(x)
1(6,R) = 1/5 T do

On intégre par parties; cela nous donne :

1 (In(6) In(R) R 1
I == - - -
(9, R) 4<1+5 1+R+/5 : iz ™

On trouve finalement :

16,R)= G“f; - i“f‘g +1n(R) — n(8) — In(R + 1) + In(6 + 1))

I
Or, on sait que lim I(0,R) = 7/ M dx. Un développement limité nous donne :
50+ 4 )y (142)?

I(5,R) = % (m(a) ~ 1n(8) + O(F () — In (1 4 ]1%) _ ln(m) 59 _% (m (1 N ;) N gl(fi)

Et en laissant tendre R — oo on conclut que I(2) = 0.

Pour I(3), on pourrait procéder par la méme maniére, mais on propose ici une solution encore
plus astucieuse. On effectue le changement de variables = e* dans 'expression de I(3) afin de
trouver :
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< eluy o ue™"  —ule* 4+ e %)
(3) -/—oo (1 + eQu)B u ~/—oo (eu + e—u)S u A (eu _ e—u)?) u

la derniére égalité s’obtenant en séparant l'intégrale en deux autour de 0 et effectuer le change-
ment de variables x = —u. Ainsi, en effectuant une IPP :

U o e 1 o e2u 1
I3) = [Q(e“Jre“)L _/0 2(ev + e—u) du = _/0 2(1 + e2v) du=-—3

On voit facilement que I(a) 0 par convergence dominée.



